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OPERATOROWO-DYSTRYBUCYJNA METODA PARAMETROW
BRZEGOWYCH Z WYKORZYSTANIEM ,,S” FUNKCJI DO OBLICZEN
DRGAN GIETNYCH KADLUBA STATKU

W artykule przedstawiono analityczng metode obliczania drgan gietnych kadtuba statku. Jako model
fizyczny przyjeto belke Eulera o zmiennej masie i sztywnosci pltywajgcq swobodnie na powierzchni
wody. Wykres zmiany parametrow ma praktycznie posta¢ funkcji schodkowej i w takim ujeciu
rozniczkowalnej w zakresie dystrybucyjnym, co pozwala z kolei przy pewnych przeksztatceniach na
doprowadzenie rownania rozniczkowego drgan gietnych kadluba do postaci dajgcej si¢ tatwo
rozwiqzaé przez przeksztalcenie Carsona-Laplace’a. Tego typu rozwigzan nie ma w literaturze
dotyczqcej zagadnien dynamiki kadluba statku.

Stowa kluczowe: model, drgania gietne, kadtub, statek, belka, masa.

WSTEP

Do obliczen ogolnej wytrzymatosci kadtuba oraz jego drgan gietnych stoso-
wane sa rézne modele obliczeniowe. Przy standardowych obliczeniach, zaréwno
statycznych, jak i dynamicznych, modelem fizycznym jest belka o zmiennej masie
i sztywnosci — belka Eulera-Bernoulliego poddana obcigzeniom zewngtrznym,
ptywajaca na powierzchni wody. Wedtug danych angielskich [15] wykresy napre-
zen normalnych mierzonych i obliczanych w przekrojach poprzecznych kadtuba
praktycznie si¢ pokrywaja, a réznice nie przekraczaja 3%. Analitycznie rozwig-
zanie rownania rozniczkowego (2) przy skokowo zmiennych parametrach wyko-
nano na podstawie teorii dystrybucji [6]. Stosujac metod¢ Lazarjana [9-12], wpro-
wadzono do réwnania rézniczkowego ,,S” funkcje pierwszego stopnia [1, 4, 5, 16, 18],
ktora stuzy w tym przypadku nie do aproksymacji, lecz do sprowadzenia réwnania
do postaci dajacej si¢ rozwigza¢ za pomoca przeksztalcenia Laplace’a-Carsona.
Tego typu rozwigzanie nie bylo dotychczas stosowane w literaturze okretowej
z zakresu dynamiki kadhuba.

Przy okazji przedstawione rozwigzanie analityczne mozna tatwo uogdlni¢ do
obliczen czgstosci drgan wlasnych belek niepryzmatycznych o dowolnie zmiennej
masie i dowolnych warunkach brzegowych.
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Przedstawiona metoda ma szereg zalet:
e przyjecie prostego modelu fizycznego przy dostatecznej doktadnosci wynikoéw
w zakresie drgan oraz obliczen ogdlnej wytrzymatosci kadtuba;
o Kkrotki czas przygotowania danych;
fatwos¢ analizy wynikdw obliczen.

1. DRGANIA WEASNE TEUMIONE KADLUBA STATKU

Modelujac kadlub statku belka niepryzmatyczng, o zmiennej masie i sztyw-
nosci, ptywajacg swobodnie na powierzchni wody, zapisujemy réwnanie roéznicz-
kowe linii ugigcia w postaci:

azz(x )] 0%z(x,t)
m(x) + p(x,t) +yB(x)z(x,t) + q(x,t) = 0.

—|EI
[ () 72 W

Przyjecie skokowo zmiennej masy i sztywnosci prowadzi do zapisu rownania

(1) w postaci:
myp Z Gi HO (x l)

{ Eloz £Ho (x — J] }

+p(x,t) +

2

at2

YBOZﬁi HO(x - xi)] ‘Z(.X', t) + CI(x: t) = O' (2)

i=0

gdzie:
Elo, mo, Bo— sztywnos¢, masa i szerokos¢ kadtuba przy 0 < x <Xy,
& ¢, 9— parametry zmiany,
EI(x), m(x), B(x) dla x = x1,.

przy czymdlai=0 &%= &%=¢=1,%=0,
Ho(X — Xi) — funkcja Heaviside’a,

_(0dlax <x;
Ho(x — X)) = {1 dlax > x;
Sity ttumienia:

N = 23 0z
p(x0) = 2am(x) 5
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przyjeto jako proporcjonalne do masy i predkosci. W tym przypadku wspotczynnik
a zawiera taczny efekt tlumienia materialowego kadtuba oraz tlumienia zew-
netrznego. Przyjecie tego typu jest szeroko stosowane ze wzgledu na wygode
rozwigzania réwnania (1) (por. np. [7,19]), jak rowniez krytykowane ze
zrozumiatych powodow. W tym przypadku wielko$¢ wspotczynnika & dla okretu
obliczono wg wzoru (3) ustalonego na drodze teoretyczno-do$wiadczalnej przez

W. Czyza [3]:
__ 1,9+25 . ,EIO 1
a = T, ~ (6’7 . 8!9) m IE [S]I (3)
_ m0L3
T, = 0,281 Elq [s],
gdzie:

L = Lpp[m] — dhugos¢ kadtuba migedzy pionami,
E [MPa] - modut sprezystosci materiatu kadtuba,

Mo [ﬂ — masa zredukowana kadtuba na jednostke dlugosci,

lo [m*] — zredukowany moment bezwladnos$ci przekroju poprzecznego kadluba
wg [17],

q(x, t) — obcigzenie zewngtrzne kadtuba.

Rozwiazania réwnania (2) poszukujemy w postaci:

o]

2(x,t) = Z 2 (%) * Fie(8). (4)

k=1

Obcigzenie dynamiczne rozktadamy w szereg:

400t = Y g (0 m() - 7). (5)
k=1
Po podstawieniu (4) i (5) do (1) i rozdzieleniu zmiennych mamy:
62 n
a2 Elzk D] yB)  F() 2% F®  quo (6)

mx) - z,(x) | m@x)  F@®)  F@)  F@

Przyrownujac kazda strong do statej wielkosci w;, otrzymujemy nieskonczong

2
k )
liczbe k = 1, 2... o uktadow dwoch rownan:
0 14
2 [EI() - 2 (0] = [w} - m() —y B@] %) =0,  (7)

Fe(® + 2 & Fe(t) + wiFie (t) = —qp(t). (8)
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Poniewaz
My (x) = —EI(x) - z,, (%), 9
Mmozemy wprowadzi¢ oznaczenie:
, = — Me _ 10 n
k= T, T I Zg, (10)
gdzie:
M= My(X) — moment gnacy M, =M, (x) W przekroju X pomnozony przez wspot-
czynnik: — %
0
Z=z(x)  — linia ugiecia,
stad:
Ely- My = EI(x) - z,. (11)
Po podstawieniu zaleznos$ci (11) do (7) otrzymujemy:
o 1
Miex = 7 [wim(x) —y - B(x)] - . (12)
Poniewaz:
m(x) =mg Xizo i *Ho(x — xy), (13)
B(x) = By Xizo¥; - Ho(x — xy), (14)
to
2 n n
_, WMy yBy
M, = GitHo(x —x)) — —— " ) ¥;"Ho (x —x;)| " 2z. ~ (15)
El, ¢ . El, ¢« 4
= 1=

Oznaczajac nastgpnie:

2

e =252 (16)
B

ko= (7)

otrzymujemy:
n n
Wiy = [kfk D i Holx = x) = ke Y 9y Ho (x - xa] Ze (19)
i=0 i=0
Pochodng zk(X) wyznaczamy z rownania (10), podstawiajgc:

EI(x) = El, Z & Hy(x — x;), (19)
i=0
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skad:
-1

ZI'; :Mk' [ZfiHo(x—xi)] . (20)
i=0

Réwnania (18) i (20) tworza uktad réwnowazny réwnaniu (7). Stosujac
przeksztatcenia za pomoca splajnu pierwszego stopnia (rys. 1), otrzymujemy dla
M, (x) i z,(x) odpowiednie rownania ze statymi wspotczynnikami. Przeksztatce-
nie to ma postaé (21), za$ wykres tego przeksztatcenia przedstawiono na rysunku 1.

A
Y L A

[/ ;)| S

aj——-

u

0 b] b: U nax
a; = by "yo,
a, = a; + (b, — b)) (¥3 +vo)s
az = a, + (b3 — by)(yo + ¥1 +¥2) = b3yo + (b3 — by)yy + (b3 — by)y>.

Rys. 1. Splajn pierwszego stopnia

Fig. 1. First-degree spline

Ogolnie:
n
x=u+ Z(u — b)) yiHo(u—by), 1)
i=1
gdzie:
U — nowy argument,
przy czym:
u =bj, dlax=a;,
natomiast:
ar= by,
zas:
i—-1
b; =b;_1 + (ai - ai—l)( V')_l'
; / (22)

(i=1,2,..,n), (=1,

y; — parametry przeksztalcenia.
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Pierwsza pochodna dystrybucyjna zaleznosci (21) wzgledem U wynosi:

n n
X =1+ ) yiHoCu=b)+ ) (u=b)yiHy(u = by).
i=1 i=1

Drugi czton réwna si¢ zeru, poniewaz:
b; #udla Hy =0,zas§dlab; =u, (u—»b;) =0.

Przez Ho, H1, Ha... oznaczono funkcje jednostkowa 1 jej pochodne, czyli:

n
X, =1+ Z vi Ho(u— by, (23)
i=1
n
SR ACEIN (24)
i=1
n
Xy = Z)’i Hy(u — by). (25)
i=1

Poniewaz z, = z,(x), za$ x = x(u), to:

!
Zku =

n
1+ Z Vi Ho(u — bl-)] 7L, (26)
i=1

2

n
1 +ZVL' Hy(u - bi)] Ziy +
=1

n
Zru =

Z yi Hi(u — bi)] Zgx- (27)
i=1

Po podstawieniu zy, z rownania (20) do (27) mamy:

Ziy = ifiHo(x - ai)l_ [Zn: YiHo(u — bi)l

(dlai=0 &=y, =1).

2

Mk +ZI’(XZYI: Hl(u _bl) (28)
i=1

Podobnie:
My, = My ()% + My - Xy (29)
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Podstawiajac zaleznosci (19), (23), (24) do (29), mamy:

n n
Mo, = [kfk > i Holx = a) = ki Y 8- Ho (x - aa] i
i=0 i=0

: [i Yi Ho(u — b;)
=0

(dlaI,:O g0=190=)/0=1; a0=b0=0).

2

n
+ Ml’cxz yiH(u—by)
i=0

i

Oznaczajac:

n n 2 n
[Z Si HO(X—ai)] [ZYi HO(u_bi)‘ :Zgi'HO(u_bi)
i=0 i=0

i=0

oraz

n n 2 n
[Z 8+ Ho (x - ai)] [Z v Holu - bl-)‘ = D9 Ho(x = b,
i=0 i=0

i=0
otrzymujemy:

L L 2 -1 i—1 2
6 = Sj Vi - Gi Yi |

j=0 j=0 j=0 j=0
L L 2 -1 -1 2

U; = ﬁb Vil — ib Yi
j=0 j=0 Jj=0 j=0

Gdy uwzglednimy dalej, ze:

My, - Hy(u = b)) = My, (a) - Hy(u — by),

réwnanie (30) przyjmie postac:

n n
MY, =kt lz 5, Hy(u — bl-)] 2 — ke [z 3, Hy (u — by)
i=0 i=0

n
+ ) Wi (@) i - Hy = by,
i=0

Zk+

(30)

(31)

(32)

(33)

(34)

(35)

(36)
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za$
n n
Wy, = ke [Z 8, Ho(u - bl-)] T + K Y 71 (@) Hy (u = b)) +
i=0 i=1
n n
—kh [Z Bifo (u bl-)] Zhow = e ) 2 (a)FiHy (u = b) +
i=0 i=1

n
) i (@)yi Hyu = by). (3)
i=1
Po podstawieniu zy, z rdbwnania (26) mamy:

Zy +

n
My, = ki [Z 5 Ho(u — bi)l
=0

n
D viHo(u—b)
i=0

n n n
+heiy Z 2z (a)8;Hy(u — by) — k3, [Z 9;Ho (u — bi)l [Z Vi Ho(u—by) |z, +
i=1 i=0 i=0
n n
e Y 2 CaFiHy (u = b) + ) M (@) Hau = by (39)
i=1 i=1

Oznaczajac z kolei

[Z 8; Ho(u — bi)] [Z YiHo(u — bi)] = [Z Y; Ho(u — bi)] (39)
i=0 i=0 i=0

(60=vo = ¥o=1; by = 0),

CRE B

[Z 9;Ho (u — bi)] [Z YiHo(u — bi)] = z Gi Ho(u — by), (41)
i=0 i=0 i=0

skad

oraz
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i i i-1 i-1
Gi = 215] ZY;’ - zgj Zyj ) (42)
j=0 j=0 j=0 j=0
otrzymujemy:
n
My, = [zleHo(u b;) ka+k1kzzk(al)6 Hi(u—b;) +
= i=1
n n
—k3y, [ i Ho(u — bi)] Zx — k3 Z 7, (a)9;H; (u — by) +
i=0 i=1
n
+ZIMI,cx (ap)yi Hy(u — by). (43)
i=

Czwarta pochodna ma postac:

= klk {[Z 1/11 Ho(u — b)] (Zkx) + Z Zkx (az)lp Hy(u— b1)}

_ka {[Z Si HO (u b; )] (ka) + Z ka (al)gl Hl(u b; )}

n
+kiy z 2 (a)8;Hy (u — by) — k3, Z 2z, (a)9;Hy(u — by) +
i=1
n
+ Z Mix (a))vi Hs(u — by), (44)
i=1

gdzie biorac pod uwagg (26):

(ka) {Zku [Z Vi Ho(u b; ) Zku Z Vi Hl(u b; )]}
[Z i Ho(u— by )] , (45)

za$ zy,, po wstawieniu (20) do (27) ma posta¢:

n 2rn -1
Ziy = [; Yi Ho(u — bi)] [lZO §iHo(x — ai)] My, +

n
D viH - bl-)l Ze
i=0

(46)
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zatem:
p n 2. n 1-1
a0 (Zix) = {[Z YiHo(u — bi)] [z §iHo(x —a)| My +
i=0 i=0 |
n rn 11
+ Z viHy(u + _bi)ZI,cx] Z)/i Ho(u—b)| +
i=1 [i=0 ]
[ 1[<& "2 (47)
—Zku ZYL' Hy(u—b;) z Yi Ho(u=bp)| .
i=1 1li=o
Po uwzglednieniu zaleznosci (26) i uporzagdkowaniu otrzymamy:
d n n -1
E(zllcx) = [Z Y Ho(u — bi)‘ [Z $iHo(x — ai)] M. (48)
i=0 i=0

Natomiast po podstawieniu do (44):

My, = ki {[Z Y Ho(u — bi)‘ . [Z yi Ho(u — bi)] .
i=0 i=0
n 1—1
- [Z §iHo(x + )
=0 ]

n r n n -1
—k3y [Z &Ho(u — bi)] . Z)/i Hy(u — bi)‘ : [Z &iHo(x — ai)] M;, +
i=0 Li=0 i=0

n
M, + Z Ziye (a)PiHy (u—by) ¢ +
i=1

n n
£ 2l (a5 Hy(u = bo} 4l ) 7 (a)BiHy(u = by) +

i=1 i=1
n n
ke Y 7 (a)BiHy (= b) + ) Wi (ayiHs(u = by). (49)
i=1 =0

Podobnie jak poprzednio mamy warunek:

[Z i Holu = b) [Z v Holu - ba] =Y G —a), (0
i=0 i=0 i=0
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stad

= (Z N (Z % (Z L (Z % (51)
oraz

[Z v Holu - ba] [Z Si Hou bi)] = ) G —a). (62
i=0 i=0 i=0

Funkcje zj iz, wystepujace w rownaniu (49) mozna wyznaczy¢ przez
My, i MYy, biorgc za a; (a; = 0) lub (a; + 0). W tym celu do réwnania (30)
podstawimy zalezno$¢ (19). Otrzymamy:

2

+ Miy [Z yi Hy(u — bl-)]- (53)

i=0

n
Wi, = W, [Z Vi Ho(u = b)

i=0

Po zr6zniczkowaniu wzgledem u mamy:
3

i, = Wiy [Z yiHou = by)

[Z v Hy(u = by)

Poniewaz u = b;, przy x = q;, biorac a;—, za a;, podstawiamy do réwnania (53),
ktére w tym celu nalezy zapisa¢ w postaci:

+ 30, [Z i Ho(u — by )]

+ ) Wi (a)yiHy (u = by). (54

=1

2

n n
M, (W) = My, (x) Z ¥; Ho(u — by)| + Z Micx(a;)y; Hy(u — b)); (55)
=0 =
n
Mllc’u(bi -0)= Mllclx(ai —-0) Z)’j Ho(bi -0- bj) +

n
+ z M (a;)yi Hy(b; — 0 — b)), (56)
=1
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przy czym:
lprzyi>j
Ho(bi -0- b]-) = {O przyi <j, (57)
Oprzyi=j
czyli
i-1 -2
My (a; — 0) = My, (b; — 0) Yi| - (58)
j=0

Zapisujac rownanie (18) w postaci:

-1 -1
M;c’x = kfk ' Z g] . Ho(x — aj) - kgk ' 219] ' Ho(x - Cl]) Zy (59)
j=0 j=0

i podstawiajac ai — 0 za X, otrzymujemy:

i-1 i-1
Kb 2(ai=0) ) 5 — kb zi(ai = 0 D 9 | =Mi(a;—0)  (60)
j=0 j=0
Ooraz
i-1 i-1
K Zho(ar = 0) )6 = I~z = 0| D8 | =Mifi(a; = 0). (61
j=0 j=0

Po podstawieniu M}/ (a; — 0) z (58) do (60) mamy:

i-1 i-1
ki - zi(a; — O)ZCJ' — ki zic(a; — O)Zﬁj =

J=0 J=0 (62)

i-1 -2

= My (b; — 0) Yj )

7=0
poniewaz
n

Wiy = Mie )y Holu = by). (63)

i=0
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Po podstawieniu jak wyzej:
i-1
Mie(a; = 0) = Hioy (b= 0)| ),

Jj=0

-1
. (64)
Zapisujac roéwnanie (54), podobnie jak (56), i podstawiajac (b; —0) za u,
otrzymujemy
. 3
Miia (b = 0) = Mii(a; = 0)| > 5 |, (65)

j=0
€O po podstawieniu do (61) daje:

. -3
-1 -1 i—1
kszqj —kﬁkaj Zix (a; — 0) = My, (b; — 0) ZYj : (66)
j=0 j=0 j=0
Nastepnie po podstawieniu zaleznosci (50) i (52) do (49) mamy:
n
MY, = ki | My + Z Ziex (a)PiHy (u — by) [ +
i=1
n
e | M+ ) zh (ap)Hy (u = b | +
i=1
n n
+kiy Z 2 (@;)8;H, (u — b;) — k3, Z 2y (a)9;. Hy(u — b)) +
i=1 i=1
n
+ Z M (a)y; H3(w — by). (67)
i=0

Po uporzadkowaniu i wstawieniu za a; (a; — 0) mamy:

My, = My (ki — k3x) + zpx(a; — 0) -

n n
. [kszll_’i “Hy(u—b;) — k3, Z Gi-Hi(u—b)]+
i=1 i=1
n

n
47— O K Y 8. Hylw—b) — ki Y GiHy(u— b+
i=1 i=1

+ ) M (e — 0)y; Hy(u = by, (68)
i=0
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Wystepujace w tym rownaniu wielkosci z, (a; — 0) oraz z, (a; — 0) wyznaczamy
z rdwnan (66) i (62):

i-1 i-1 -1
e~ 0) = W -0 [ Yy | ke Y - ik Z (69)
Jj=0 j=0 J=0
(Vo= o =9 =1),
i-1 -2 i-1 i-1 ]7?
zx(a; — 0) = M/ (b; — 0) 4] AL Sj— kgkz ;i (70)
j=1 j=0 j=0

i wstawimy wraz z (64) do (68). Zatem:
- . -1

i—1 i—1 i—1
= (kb — k&), + M1, (b; — 0) Zy, . kkagj—kgkzﬁj
j=0 Jj=0 j=0

n n
. [kszll_’i “Hy(u — b)) — k3 Z?i “Hi(u—by)| +
i i=1

i—1 i—1 i—1
+Mj/, (b; — 0) Z Yj ke ) j— ki Z
=0 =0
n n
[ Z (u—b;) — k Zﬁi-Hz(u—bi) + -
i=1 i=1
i—1 B n
+Mj,, (b; — 0) Yj Z ¥i - H3(u — by).
=0 i=1
Gdy oznaczymy:
i-1 i-1 -1
k Sj — = Ay,
=0 =0

rownanie (71) przyjmie postac:

i-1

(klk ka)Mk(u) = Z M'” —-0) Vi Ap -
j=0
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n n
: [kszl/ji Hy(u—b;) — k3 z Gi-Hi(u—Db)|+
i=1 i=1
n i-1 -2
+Zl\7lllc,u(bi_0) ZYj Ap -
i=0 =0
n n
: [kszgi “Hy(u—b;) — kgkzgi “Hy(u—by)| +
i=1 i=1
n i-1 -1
+ Z Mj,,, (b; — 0) Z Yi | vj-Hs(u—Dby. (72)
i=0 j=0
Gdy wprowadzimy oznaczenia:
Ky = M3 (b; — 0);  (r =1,2,3), (73)
zalezno$¢ (72) zapiszemy w postaci:
3 n
B2, = e = ) Pl () = D) K Hyp(u = by) (74)
r=1i=1
gdzie:
i -1
&1i =Yi Vi )
j=0
i-1 2
— 4 N 4 q
e =Ac| D vy | D (b8~ ke 90
j=0 i=1
-1 -3 n
e =Ac( D vy | D ki~ k4. (79)
j=0 i=1

Biorac pod uwage zwiazki (33), (34), (40), (42), (51), (52), otrzymamy:

. -1 -1
i-1 i-1
Ay = | (kT — k3x) Sj \ = ki Sil (76)
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gdzie
kl% = kfk - kgk'
Zaleznosci (75) przyjma postac:

i-1 -1

&i =Yi Z Y] ,
=0
i-1 -1 i-1 -17?
&i=|[1+g; Sj 1+y; Z)/j -1
j:O ]=0
I -1 1 o1 A\
&= |1+ Gi(z Sj) 1+y; Z Yj -1, (77)
_ j=0 j=0

(dlaj = 0y = yo = 1), natomiast y; liczymy wg (51), co po podstawieniu do (77)
daje:

-1 _1 1
i i-1 4 4 i-1
&1 = E} §] g]
j= j=0 Jj=0
_1 _1
i—-1 2 i -1 2
&2i = 5] ’ Z Sj Sj -1,
J j=0 j=0 j=0
3 3 1 _1
i 4 i—-1 4 i 4 i-1 4
. . . 78
j=0 j=0 j=0 j=0

Rownanie (74) mozna rozwigzac, stosujac przeksztatcenie Laplace’a-Carsona.
Gdy oznaczymy przez M, (p) obraz i M, (u) oryginal, czyli M, (u) » M, (p),
réwnanie (74) przyjmie postac:

p* My (p) — p*M;.(0) — p* M (0) — p* M,/ (0) — pM" (0) — kM, (p) =

= Z Ky - p? exp(—pu;) + Z Ky - p* exp(—pu;) + Z Ks; - p exp(—pu;),
i=0 i=0 i=0
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skad:

My, (p) = - [Z p =M™ (0) + Z Z Ky p@ Mexp(—pu)|  (79)

r=1i=

Stosujac odwrotne przeksztatcenie Laplace’a-Carsona, mamy:

p*T
pkd Y. (u), (80)
(r=0,1,2,3),
zas
p“* exp(—pu;)
Pt — k;i Y.(u —u)Ho(u —uy), (81)
gdzie:

Y, — funkcje Krylowa [8].

Rozwiazanie réwnania (79) ma wigc postac:

() = ZM“) (O)Y, (u)+22sn F) (b = 0) Vo = u o — w).  (82)

r=1i=

Roéwnanie (82) mozna przeksztakcié, rugujac parametry posrednie M ,ET) (b; — 0)
bedace jednorodnymi liniowymi funkcjami parametréw brzegowych M ,ET)(O).
W tym celu be¢dzie wygodnie zmieni¢ indeks r w pierwszym czlonie roéwnania
(82), przepisujqc je w postaci:

M, (u) = ZM(S) (0)Y,(u) +Zzsnz\/1(”(b —0)Y,(u— u)Hy(u — ). (83)

Parametry posrednie wyznaczamy:
3

M(T) (b -0)= z MIES) (O)Cirs (84)
s=0
(r=1,2,3).
Poniewaz
M| =M (b - 0), (85)
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na podstawie (84) mozna zapisac:

3 i-1

3
MW= 0) = > S VG + ). Z e, S (b; — )Y (b, -
s=0

s=1j=

Podobnie:

j-1

3 3
W (B - 0) = > MO OV (5) + D> i Cupr - Vi) (b — i),

r=0 p=1k=1
przy czym:
3
HE(by— 0) = Y F 0)Cr,
r=0
czyli:
3 Jj-1
—Y(S)(b)+ZZe Ciepr Y (b — by.)
]sr pk kpr ’ pu J k)
p=1k=
Za$
3 i-1
Cirs = Y(r)(b )+ ZZ Esj -t ]sr Y(T)(b )
s=1j=

Rozwiazania rownania (74) mozna wigc zapisa¢ w postaci:

3

M) = ) HE O, +
s=0
3 3 n
+ sn M (0)Ciy * Yo (u — b)) Ho(u — by),
lub
3

M) = ) M O,

s=0

b)).

(86)

(87)

(88)

(89)

(90)

(91)
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gdzie:

3 n
Vi) = Ya@) + > > eyi- Cirs Yot = b)Ho(u = by). (92)

r=1i=1
Warunki brzegowe maja postac:
M, (0) = M;.(0) =0,
My (b) = My (b) = 0. (93)

Na podstawie zalezno$ci (91) mamy wigc:
M () = M (0)V, (w) + My (0)V5 (),
a nastepnie:
My (b) = My (0)V,(b) + M} (0)V3(b) = 0,
M; (b) = My, (0)V;(b) + My (0)V3(b) = 0. (95)

Wartosci wlasne znajdziemy z wyznacznika:

V2(b) V3(b) = V2 (b)V3(b) = 0, (96)

za$ funkcje wlasne na podstawie (93) i (94):
My (w) = A[Vo(w)V5(b) — V3 (w)V,(b) ], 97)
gdzie:

_ M0
V3(b)

to stata dowolna.

Przejscie do wspotrzednej X wykonujemy przez odwrdcenie splajnu (21):

u = x4+ Yizg(x — x) x; - Ho(x — x)). (98)
Poniewaz:
n n
1+Zyi-H0(u—ul-) 1+ZXi-HO(x—xi)]=1, (99)
i=1 i=1
to dla
U <u<uy, X1 < x < Xy,

U, <u<us, Xy < x < X3
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otrzymamy:
1= —rl+y)™h

X2= —V2(1+y2) "A+y +v2)7h

dla dowolnego i

i Lo \7F
Xi=—"1 z 14 z Y (100)
j=0 j=0
(vo=1).

W podobny sposob, droga dos¢ zmudnych przeksztatcen, mozna wyznaczy¢
funkcje wlasne z, (x). Dystrybucyjne réwnanie rézniczkowe w tym przypadku,
podobnie jak (72), ma postac:

Zku (klk kgk)zkz

=

i—

3
-1 n

= Zy (b; — 0) §j Z)/j Z@il‘h (u—»b) +
j= =1

j=0 j=0
-1 i—-1 “n
+2Zjey, (b Z Z Yj) Z @i Hy (u—1b) +
j=0 j=0 i=1
i-1 T on
+2jy (b; — 0) Y Z y; ~Hz(u—by) (101)
j=0 i=1
Oznaczajac:
K= EriZpy, )(b 0), (102)
(r=1,2,3),

rownanie (101) napiszemy w postaci:

Zigw — ki zp = X X Ky "Hyy (u—by), (103)
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gdzie:
i—-1 -1
&i =Y Yj ’
j=0
i\ i1\
&i=|1-§ ij 1+, Y -1,
j=0 j=0
i -1 i-1 -1
&= [1-4; ij 1+vi Y -1, (104)
j=0 Jj=0
przyczymdlaj=0 & =y, =1.
Wykorzystujac za$ (51), mamy ostatecznie:
1 1 1
i 4 [i-1 T3/ % [fi-1 4
€1i ij ij Sj ;| — 1L
Jj=0 Jj=0 j=0 j=0
1 1 1 1
i T2 [fi-1 2/ i T2 [fi-1 2
&2 = Zf} Sj Sj Sj -1
j=0 j=0 j=0 j=0
1 1 3 3
i % [i-1 1/ % [fi-1 2
j=0 j=0 j=0 j=0

Jak wida¢ z poroéwnania wzorow (78) oraz (105), mamy nastepujace zaleznosSci:
E;'Tli = &1

&i= (e + 171 -1,

& =a;(e+1) -1, (106)
przy czym:
. -1 . -1 4. .
L L 1— L=
a; = $j Z Sj Z $j 2 Sj |-
=0 =0 =0 =0
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Stosujac jak poprzednio przeksztatcenie Laplace’a-Carsona, otrzymamy rozwia-
zanie réwnania (103) w postaci:

3 3 n
2@ = Y ZPON@ + )Y K-Vl wHpw—w).  (107)
= r=1i=1

Parametry posrednie Z (b — 0) w réwnaniu (107) wyznaczamy podobnie jak
w réwnaniach (84) do (92) i w rezultacie otrzymamy:

2 = ) 7 O W), (108)
Vo(w) = Y, (w) +rzllzgn CoriY, (u — b)) H, (i — by) 09
(5=0,1,2, 3).

&,; Wwyznaczaja zaleznosci (104)—(106), za$ C;,-¢ liczymy podobnie jak Cjsr (89):

3 j-1
]T'S = Y(S) (b ) Z Z § pk’ C_‘kpr Y(S)(b - bk) (110)
p=1k=1

Warunki brzegowe wynikaja z zerowania si¢ momentow gnacych i sit tngcych
na koncach belki:

7, (0) = z;/'(0) = 0dlau=0,

lecl(umax) - Z,”(umax) - 0 dla u= umax (111)

Wykorzystujac powyzsze warunki, rownanie (108) zapisujemy:

7 (W) = 2, (0)Vo (W) + 7, (0)V (), (112)
gdzie:

Vo(u) =Y.(w)+ z Z &i* Ciro " Yr(u—b))H,(u — by),
=1

3 n
Vl(u)_yl(u)-l'zzgn' irl Y(u b)H (u_b)

r=1i=
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Na podstawie (112):
lec’ (Umax) = Zk(O)V(;,(umax) + ZI,< (O)Vln(umax) =0, (113)
lec”(umax) = Zk(O)V(;”(umax) + Zl’c (O)Vlm(umax) = 0. (114)

Warto$ci wlasne obliczamy z wyznacznika:

V(;,(umax)vlm(umax) - V(;”(umax)vln(umax) =0. (115)
Roéwnie dobrze mozna zapisa¢ wyznacznik na podstawie warunkow brze-

gowych (91):

Vs (umax)V?: (umax) - VZI (umax)V3 (umax) = 0. (116)

Zaleznosé V,(u) wyraza si¢ wzorem (109). Po obliczeniu wartosci wlasnych
Z réwnania (115) lub (116) otrzymujemy zaleznosci na funkcje wiasne. Po wyko-
rzystaniu (113) rownanie (112) przyjmie postac:

2() = 7,(0) [Vo(w) — Trm= . 7, )| ()
2(0) = HITo QO () = Va (O3 (), (118)
gdzie:
2(0)

== — stata dowolna.
V1, ’(umax)

Przejscie do wspotrzednej X mozna tatwo wykona¢ wg zaleznosci (98) i (100).

2. PRZYKLADY LICZBOWE

Korzystajac z danych liczbowych przedstawionych w pracy [2], obliczono
warto$ci drgan wlasnych kadtuba statku przedstawiong metoda analityczng (MA)
oraz metoda sztywnych elementéw skonczonych (SES) [13] (Program HESAC-PC).

Dane liczbowe dla obu metod zestawiono w tabelach 1 i 2, za$ obliczenia —
w tabeli 3.
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Tabela 1. Wspétczynniki zmiany sztywnosci i masy do przykfadu 1 (metoda MA)
Table 1. The rates of change of rigidity and mass in the example 1 (the analytical method)

g x 5 ¢ g g
%’ ?3 - - 1. forma 2. forma 3. forma
s= m - - - -
1 11,811 3,4174 3,2133 3,1451 3,0777
2 23,622 7,2869 3,3709 3,1820 2,9956
3 35,433 4,3565 2,9450 2,7982 2,6545
4 47,244 2,6435 4,1710 4,0168 3,8643
5 59,055 -0,9652 12,6566 12,6943 12,7331
6 70,860 0,5739 1,1735 1,1317 1,0877
7 82,677 0,1217 -2,8397 -2,8976 -2,9548
8 94,488 0,0000 -3,7867 -3,8408 -3,8947
9 106,299 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
10 118,011 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
11 129,921 0,0000 0,0000 0,0000 0,0000
12 141,732 3,3478 3,0905 3,1456 3,2044
13 153,543 -2,3478 1,0150 1,0411 1,0669
14 165,354 -1,0000 -1,3282 -1,3068 -1,2856
15 177,165 -0,5217 -5,1189 -5,0807 -5,0437
16 188,976 -1,0869 -2,0243 -1,9103 -1,7974
17 200,787 -2,0000 -2,9520 -2,7497 -2,5497
18 212,598 -4,6000 -9,8276 -9,7105 -9,5953
19 224,409 6,4348 -3,8365 -3,7615 -3,6879
20 236,022 - - - -
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Tabela 2. Wspétczynniki zmiany sztywnos$ci i masy do przyktadu 2 (metoda SES)
Table 2. The rates of change of rigidity and mass in the example 2 (the Rigid FEM)

Masa odcinka kadfuba z wodg M ¢
_52 3 towarzyszacq przy liczbie weztéw: bezv&am;:os'ci Ky Ke
o — ° L poprrecsmego
5= x10° x10° X107 x1010 x10
kg kg kg m* N/m N/m
1 439,7 433,5 427,5 11,5 0,12802 2,0447
2 1852,6 1769,9 1743,2 50,8 0,50317 9,0323
3 3334,8 3176,3 3023,8 134,6 1,15570 23,9319
4 4629,7 4389,6 4158,6 84,7 1,61798 32,8397
5 6463,7 6130,9 5810,6 215,1 1,94513 38,2448
6 12028,8 11633,9 11254,0 204,0 1,79578 36,2713
7 12545,8 12124,5 11719,0 210,6 1,84557 37,4447
8 11297,2 10868,4 10455,8 212,0 1,85624 37,6937
9 9632,2 9203,4 8790,8 212,0 1,85624 37,6937
10 9632,2 9203,4 8790,8 212,0 1,85624 37,6937
11 9632,2 9203,4 8790,8 212,0 1,85624 37,6937
12 9632,2 9203,4 9790,8 212,0 1,85624 37,6937
13 10991,1 10567,9 10160,7 250,5 2,22073 44,3390
14 11437,4 11019,2 10616,8 2235 1,97003 37,7384
15 10853,4 10452,7 10067,2 212,0 1,85623 37,6937
16 8602,6 8250,2 7911,0 206,0 1,80467 36,6269
17 7712,5 7422,1 7142,6 193,5 1,69622 34,4044
18 6414,5 6230,1 6052,6 170,5 1,51842 30,3150
19 2093,3 2020,6 1950,6 117,6 1,06680 20,9093
20 406,4 390,0 374,0 43,6 0,50317 7,7521
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Rys. 2. Czestosci drgan wlasnych (kadtub wg MA)
Fig. 2. The natural frequency vibrations (the hull due to [MA])

Wspodtczynniki ¢ zmienno$ci masy obliczono osobno dla kazdej formy
ze wzgledu na zmienno$¢ masy wody towarzyszacej. To samo dotyczy ciezarow
odcinkéw kadluba wraz z wodg towarzyszaca. Kadlub podzielono w obu
przypadkach na 20 odcinkow, co stanowi optymalng wielkos¢ w tego rodzaju
obliczeniach. Otrzymane wyniki z obu metod zestawiono w tabeli 3.

Tabela 3. Zestawienie wynikow
Table 3. Summary of the results

w Ma SES Réznicaw % | Mierzone Réznice
[rad/s] do MA wg [2] w % do MA

w1 4,427 4,351 1,7 4,46 0,74

wo 9,439 9,449 0,1 9,45 0,11

w3 15,373 15,660 0,7 15,12 1,64




Z. Powierza, Operatorowo-dystrybucyjna metoda parametrow brzegowych z wykorzystaniem ,S” funkdji... 131

PODSUMOWANIE

Koncowe zalezno$ci mozna tatwo uogolni¢ do obliczen drgan gietnych belek
0 zmiennej masie i sztywnosci przy dowolnych warunkach brzegowych. Wprowa-
dzenie dowolnego obcigzenia dynamicznego ujetego w przedstawionym rézniczko-
wym roéwnaniu dystrybucyjnym (2) pozwala na tatwe obliczenie przedstawiong
metodg momentu gnacego kadtuba — belki i jego ogolnej wytrzymatosci [14].

Poprawnos$¢ przyjetej metody obliczen drgan gietnych kadtuba potwierdzaja
wykonane obliczenia poréwnawcza metoda numeryczng SES oraz do wartosci
mierzonych [2]. W wigkszo$ci przypadkow (tab. 3) roznice nie przekraczajg 1%.

WAZNIEJSZE OZNACZENIA, SKROTY | SYMBOLE

B = B(X) — szeroko$¢ statku na wodnicy;

E — modut sprezystosci materiatu kadtuba;

fi — czesto$¢ drgan wlasnych kadhuba;

Fi — pole przekroju poprzecznego odcinka kadtuba (i=1, 2 ... n);

Ho, Hy, Ha... — funkcja Heaviside’a i jej pochodne;

1(x) — moment bezwladnosci przekroju poprzecznego kadtuba wzgledem
0si oboje¢tnej;

lo — moment bezwladnos$ci przekroju poprzecznego pierwszego odcinka

kadtuba okretu (0 < X < X1);

i — biezacy wskaznik zmian sztywnos$ci, masy i szerokosci kadtuba
(i=1,2,3...n);

j — numer elementu (odcinka kadtuba) przy obcigzeniach metoda ES
i SES oraz przy podziale obcigzenia;

k numer czgstosci drgan wilasnych;

m(x) — masa na jednostke dtugosci kadtuba w przekroju X;

Mo — masa na jednostke dtugosci pierwszego odcinka kadtuba (0 < X < X1);

M= M(X) — moment gnacy w przekroju X;

M moment gnacy My(X) W przekroju X pomnozony przez — E—llo;

My, MYy, ..., M}, M}/,,... — pochodne momentu gnagcego wzgledem X i U;

li — dlugos¢ odcinka kadtuba i = (1, 2,... n);

T — okres drgan wlasnych;

Yr — funkcje Krytlowa (r=0, 1, 2, 3);

Z= 2k(X) — linia ugiecia;

a wspotczynnik thumienia;

Vi wspotczynnik ,,S” funkcji;

o] — wspélczynnik zmiany masy z uwzglednieniem wody towarzy-
szacej;

éi wspolczynnik zmiany sztywno$ci;



132 ZESZYTY NAUKOWE AKADEMII MORSKIE) W GDYNI, nr 96, grudzieh 2016

Wk

— czestosci kotowe drgan wlasnych kadtuba;

MA - metoda analityczna;
MES — metoda elementéw skonczonych;
SES - metoda sztywnych elementow skonczonych.
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OPERATIONAL - DISTRIBUTION METHOD WITH THE USAGE
OF ,,S” FUNCTION FOR THE CALCULATION OF VERTICAL SHIPS HULL
VIBRATIONS AND OTHER STRENGTH ASPECTS

Summary

The paper describes an analytical calculation method on the basis of distribution and operator
theory. The presented method is very useful | the calculation of vertical vibrations of ship hull.
The physical model is an elastic beam having arbitrary mass and stiffness distribution. Including
a kind of dynamic force in the basic equation, we can also determine the bending moments. The result
of this calculation is shown in the table 3 as well as the comparison with the theoretical values and
the numerical calculation results.

Keywords: mass, model, beam, ship, hull, vibration.





