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WEKTOR POYNTINGA W ANALIZIE OSCYLAC]I
MOCY BIERNE]J W SIECIACH ENERGETYCZNYCH

Niniejsza publikacja przeznaczona jest dla elektrykow zainteresowanych, dyskutowanym ostatnio,
zagadnieniem oscylacji mocy biernej w sieciach energetycznych. Niektore z prac sugerujq koniecznosé
uzycia wektora Poyntinga do analizy zjawiska. W tym artykule przeprowadza si¢ Czytelnika w sposob
przystegpny poprzez wybrane podstawy teorii pola elektromagnetycznego, aby pokaza¢, dlaczego do
analizy mocy, przesylanej na czestotliwosci 50 Hz wzdtuz jednorodnego wieloprzewodowego toru
transmisyjnego, stosowanie wektora Poyntinga jest zbedne, natomiast przydatne do okreslania
przestrzennego rozktadu gestosci mocy przenoszonej pomiedzy przewodami.

Artykut nie analizuje wplywu zrddet i obcigzen. Ich wphyw mozna uwzgledni¢ poprzez superpozycje
rozwigzan tu uzyskanych [9].

Stowa kluczowe: moc bierna, oscylacje mocy, wektor Poyntinga, rownania Maxwella, analiza polowa,
pola quasi-stacjonarne, propagacja fal/mocy, rozkiad poprzeczny pola, réwnanie Laplace’a, linia
wspolosiowa.

WSTEP

W ostatnich latach pojawito si¢ wiele publikacji dotyczacych zjawiska oscylacji
mocy biernej w uktadach energetycznych i jego interpretacji fizycznych [1-8,
10-15]. Niektore z tych z tych publikacji sugeruja, ze doktadne zrozumienie
zachodzacych zjawisk nie jest mozliwe bez wprowadzenia wektora Poyntinga,
ktory opisuje powierzchniowg gesto$¢ strumienia mocy i ma wymiar [W/m?] [14].
Wektor Poyntinga jest zdefiniowany w teorii pola elektromagnetycznego jako
iloczyn wektorowy wektorow nat¢zenia pola elektrycznego E [V/m] i natezenia pola
magnetycznego H [A/m](rys.1.)%:

S=ExH- 1)

Samo wprowadzenie wektora Poyntinga jest krokiem w kierunku uwzgled-
nienia zjawisk teorio-polowych w uktadach i systemach, ktére tradycyjnie analizuje
si¢ prawie wylacznie metodami obwodowymi. W sytuacjach, gdy pojawiaja si¢

1'W tym miejscu nie precyzuje si¢ jeszcze, czy wielkosci wystepujace we wzorze (1) sg amplitudami
rzeczywistymi lub zespolonymi, czy warto§ciami chwilowymi, itp. Jest to sytuacja podobna do
powiazania napigcia, pradu i mocy we wzorze P = Ul, ktory jest modyfikowany w zaleznosci od
analizowanej sytuacji.
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niejasnosci interpretacyjne, czego dowodem jest prowadzona od lat dyskusja
oferujaca odmienne spojrzenia na problem oscylacji mocy biernej w sieciach
energetycznych [1-8, 10-12], krok w kierunku analizy teorio-polowej jest
generalnie stuszny, gdyz analiza obwodowa w przypadkach skrajnych, granicznych,
moze prowadzi¢ do mylnych interpretacji fizycznych. W szczegdlno$ci przyjecie,
ze rozmiary L; wszystkich obwodow w stosunku do dtugosci fali A: Ll = 0,
co milczaco jest przyjmowane w energetyce, prowadzi, zdaniem autora, do mylnych
interpretacji oscylacji mocy?. Problem ten zostal rozwinigty w innej pracy [9],
natomiast dtugo$¢ fali w sposob zdecydowanie zamierzony pojawia si¢ w tym
artykule.

AS

H
E

Rys. 1. Relacja przestrzenna wektoréw S, E i H

Fig. 1. The vectors S, E and H space relations

Zastosowanie analizy polowej jest jednak uzasadnione tylko wtedy, gdy
wyjasnia ona zjawiska, ktorych opis jest trudny lub niemozliwy metodami
obwodowymi. Wprowadzanie jej bez potrzeby prowadzi jedynie do niepotrzebnej
komplikacji opisu zjawisk, ktore mozna by wyjasni¢ prosciej. W niniejszym artykule
pokazano, w jakich sytuacjach zastosowanie wektora Poyntinga jest korzystne,
a nawet niezbedne, a kiedy jego uzycie do analizy oscylacji mocy jest bezzasadne.
Niestety, by osiggnac ten cel, trzeba uzy¢ metody polowej, ale przeprowadzono to
w sposob mozliwie tagodny, z wyjasnieniami sensu fizycznego przeprowadzanych
przeksztatcen matematycznych. W kilku miejscach zastosowano drobne uprosz-
czenia, by nie zaburzy¢ jasnosci przestania fizycznego.

Na poczatku przypomniano rownania Maxwella oraz pokazano trzy przypadki
szczegoblne, potrzebne do dalszych rozwazan: elektrostatyka i magnetostatyka, pobu-
dzenie harmoniczne i propagacja w jednym kierunku. W tym ostatnim przypadku
zaklada si¢, ze mamy do czynienia z jednorodna, liniowa, wieloprzewodowa linia
transmisyjng przesytajaca moc w jednym kierunku.

W przypadku, gdy wymiary poprzeczne struktury (linii) prowadzacej moc sg
duzo mniejsze od dhugosci fali i gdy struktura w przekroju poprzecznym do kierunku
propagacji jest matematycznie wielospéjna (tzn. fizycznie: wieloprzewodowa,
a przynajmniej dwuprzewodowa), to rozktad pola elektrycznego i magnetycznego
w tym przekroju struktury jest taki sam jak dla przypadku elektrostatyki i pol
magnetostacjonarnych, nawet wtedy, gdy czgstotliwos$¢ jest bardzo wysoka.

2 Innym przypadkiem tworzenia mylnych interpretacji fizycznych w energetyce jest przeksztatcanie
wyrazen trygonometrycznych na wiele sposoboéw i przypisywanie powstalym sktadnikom nazw
i interpretacji fizycznych.
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Pokazano na prostym przyktadzie, jak przesytana moc jest powigzana z wektorami
pola elektromagnetycznego E i H oraz napigciami i pradami.

Ponadto catkowita przesytana moc jest jednoznacznie okreslona przez napiecia
i prady, a podejscie polowe jest potrzebne jedynie do badania rozkladu gestosci
mocy wokoét czy pomigdzy przewodami. Wymienione powyzej zatozenia nie ograni-
czajg ogolnosci rozwazan, gdyz inne mozliwe przypadki (dowolne zrodia i obcigze-
nia, transmisja w obu kierunkach) moga by¢ analizowane jako superpozycje
otrzymanego rozwigzania i prowadza do jasnych interpretacji fizycznych, dobrze
znanych w technice wysokich czestotliwosci. Sytuacje te, jak rowniez problemy
zwigzane z oscylacjami mocy, analizowane sg w pracy [9]. Tutaj pokazano jedynie
zwiazki ogélne pomiedzy moca P, napigciem U i pradem | a wektorami S, E i H bez
precyzowania, czy chodzi 0 moc czynng, bierng, czy pozorna, gdyz te przymiot-
niki/cechy moga by¢ odpowiednio przenoszone z mocy na wektor Poyntinga
i odwrotnie.

1. WYBRANE PRZYPADKI SZCZEGOLNE ROWNAN MAXWELLA

Réwnania Maxwella przedstawia sie zazwyczaj albo w postaci catkowej,
stusznej dla obszaréw skonczonych?:

§ E.dl = _J"%.ds , (prawo Faradaya) § D-ds=Q, (prawo Gaussa) (2a, b)
L S S

§|-| dl ='[(J+%?J.ds, (prawo Ampera)j(B-ds =0, (2c,d)
L S

S
albo w postaci rozniczkowej, stusznej dla punktu w przestrzeni*:

rotE:—%? divD=p (3a, b)

3 Interpretacja fizyczna postaci catkowej rownan Maxwella jest nastepujaca: Rownanie (2a) Napiecie
zaindukowane w obwodzie zamknigtym L zalezy od szybkos$ci zmian strumienia pola magnetycznego,
przenikajacego przez obszar S ograniczony tym obwodem; (2b) Strumien wektora indukcji elektrycznej
wyptywajacy z powierzchni zamknigtej S jest rowny catkowitemu tadunkowi Q zawartemu wewnatrz
tej powierzchni; (2¢) Catkowity prad (przewodzenia i przesunigcia) przeptywajacy przez powierzchni¢
S otoczong zamknietym konturem L, jest rowny sumie sktadowych pola magnetycznego H w kierunku
konturu L; (2d) Strumien wektora indukcji magnetycznej wyptywajacy z powierzchni zamknigtej S jest
réwny zeru.

4 Zastosowane operatory rot i div sa rozszerzeniem pojecia pochodnej na pola wektorowe; rot (rotacja,
wirowo$¢) mowi o zmianach pola w kierunku prostopadtym do pola, a div (dywergencja, zrodtowo$c)
mowi 0 zmianach pola w kierunku pola). Interpretacja fizyczna postaci rézniczkowej rownan jest
nastgpujaca: Rownanie (3a) Zmienne w czasie pole magnetyczne wytwarza wirowe pole elektryczne
i odwrotnie; (3b) Zrédtem pola elektrycznego sa fadunki; (3¢) Zmienne w czasie pole elektryczne (prad
przesunigcia) i/lub prad przewodzenia wytwarzaja wirowe pole magnetyczne i odwrotnie; (3d): Nie ma
zrédet pola magnetycznego.
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rotH=J+i[t) divB=0 (3c, d)

W réwnaniach powyzszych:

B [T] jest wektorem indukcji magnetycznej zwigzanej z wektorem H (w osrodku

liniowym, izotropowym) relacja B = g H (réwnanie materiatowe), gdzie g [H/m] jest

przenikalnos$ciag magnetyczna;

e D [C/m?] jest wektorem indukcji elektrycznej zwigzanej z wektorem E (w osrodku
liniowym, izotropowym) relacja D = ¢ E (rownanie materiatlowe), gdzie ¢ [F/m] jest
przenikalnoscia elektryczna;

e J[A/m?] = oE (prawo Ohma), jest wektorem gestosci pradu przewodzenia, c[S/m] jest
przewodnoscia;

. D [C/(m?s)=A/m?] jest wektorem gestosci pradu przesunigcia, wprowadzonym przez
ot

Maxwella;
e Q[C] jest tadunkiem calkowitym w obszarze ograniczonym powierzchnig zamknieta S;
o p[C/m3] jest gestoscig objetosciows tadunku;
o L jest brzegiem powierzchni otwartej S, elementy dl i ds sa, odpowiednio, nieskoniczenie
matymi elementami skierowanymi brzegu L i powierzchni otwartej lub zamknietej S.

1.1. Rownania Maxwella dla pobudzenia harmonicznego
i amplitud zespolonych

Mozna zatozy¢, ze w pierwszym podejsciu analizowane bgdzie wylacznie
pobudzenie harmoniczne o pulsacji w = 2xf [rd/s]. W przypadku postugiwania si¢
amplitudami zespolonymi zalezno$¢ od czasu zawarta jest w wyrazeniu
el (j =+/-1), ktoére dalej nie bedzie uwidaczniane. To pozwala na zastapienie

pochodnych po czasie ¢ - przez jo. Zmieniajac w ten sposdb rownania (3a) i (3c)
oraz podstawiajac do nich tzw. réwnania materialowe, wymienione juz wyzej:

D = ¢E oraz B = uH, a takze korzystajac z relacji J = o E, nazywanej prawem
Ohma dla punktu w przestrzeni, otrzymamy:

rotE=—jou-H oraz rotH = jwé-E, (4a, b)
gdzie: &= (g - jGJ ®)
@

nazywane jest zespolong przenikalnoscig elektryczna.

W powyzszym zapisie widoczna jest symetria pol E i H, ulubiona przez
fizykéw. By te symetri¢ lepiej uwidoczni¢, mozna réwnania (3b) i (3d) zapisaé
W postaci®:

5 Niestety, w rownaniu (6b) po prawej stronie wystepuje 0, psujace estetyke symetrii, ale w wielu
pracach wstawia si¢ tam pm/y, gdzie pm jest fikcyjna gestoscia nieistniejacych tadunkow magne-
tycznych. Nie ma to sensu fizycznego, ale utatwia niektore obliczenia.
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divE=ple, divH =0. (6a, b)

Wektory E i H sg teraz amplitudami zespolonymi pola.

1.2. Quasi-stacjonarne rownania Maxwella dla elektrostatyki
i pol magnetostacjonarnych

Przypadek pdl quasi-stacjonarnych jest tylko pozornie niezwiagzany z analizo-
wanym problemem, gdyz w przypadku tzw. fal TEM, czyli fal nieposiadajacych
sktadowych pol E i H w kierunku rozchodzenia si¢ fali — co jest wilasnie
przypadkiem energetyki — rozktad poprzeczny pola jest rozktadem elektrostatycz-
nym i magnetostacjonarnym, wiec niezaleznym od czgstotliwosci, jak pokazano
dalej.

W réwnaniach Maxwella (4) i (6) nalezy teraz podstawi¢ w = 0, pozostawiajac
przeptyw pradu przewodzenia. Otrzymuje sig®:

rotE=0, divE=pl/e, (7a, b)

rotH=1J, divB=0. (7c, d)

Pole magnetyczne, ktorego linie sit sa zamkniete, jest wirowe i jest teraz
wytwarzane wylacznie przez prad przewodzenia J. Pole elektryczne jest bezwirowe
i jest wytwarzane przez gesto$¢ fadunkow p, tzn. linie sit zaczynajg si¢ i koncza na

fadunkach. Jest to pole potencjalne. To oznacza, zZe istnieje potencjat skalarny U,
ktorego gradientem’ jest pole elektryczne:

E=-gadU. (8)

Rownanie (8) nalezy podstawi¢ teraz do rownania Gaussa W postaci
rdzniczkowej (7b), aby otrzyma¢:

div(gradU)=V(VU)=VU =AU = —p/&®. 9)

6 W réwnaniu (7c) po prawej gestoéé pradu J = ¢ E dotyczy ruchu tadunkéw w oérodku stratnym,
a w rownaniu (7b) gestos¢ objetosciowa tadunkéw p dotyczy tadunkéw nieruchomych, co prowadzi do
sprzecznosci tak zapisanych rownan. W kazdym z punktéw przestrzeni musi wigc by¢ spetniona
sytuacja, ze albo p=0, albo ¢ = 0.
7 Gradient wskazuje kierunek najszybszych zmian pola skalarnego i warto$¢ tych zmian. Moze by¢
uzyty wylacznie do pola skalarnego, a wynikiem jego dziatania jest pole wektorowe.
8 Uzywane wektorowe operatory rézniczkowe grad, div i rot moga by¢ zapisywane réwniez przy
L. . .0 .0 .0 . . .
uzyciu tzw. operatora nabla, o postaci: V=i, &+ I, —+1, =2 (ix—wersor w Kier. x, itd.). Operator ten
nie jest wektorem, lecz ma pewne cechy wektora, cho¢ nie mozna dla niego okresli¢ ani dtugosci, ani
kierunku. Ma trzy sposoby dziatania. Jesli dziata na pole skalarne, tworzy pole wektorowe. Dziatajac
na pole wektorowe symbolicznie w postaci iloczynu skalarnego, tworzy pole skalarne, natomiast
dziatajac wektorowo na pole wektorowe, tworzy nowe pole wektorowe. Np.: grad h = Vh —wektor, div
A=VA —skalar, rot A = VX A — wektor. W tych wyrazeniach operator nabla nie ,,mnozy”, lecz ,,dziata
na” skalar lub wektor na wzor iloczynu skalarnego Iub wektorowego.
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Jest to réwnanie rozniczkowe Poissona, ktore mowi, ze zrodtem (div) zmian
(grad) potencjatu elektrycznego sa tadunki. Zastosowany operator, bedacy
ztozeniem operatorow dywergencji i gradientu, zwany laplasjanem ma, w uktadzie
kartezjanskim, postac:
¢ o 0

Vis = +—
ox* oy* ot

(10)

Waznym przypadkiem szczegbélnym réwnania Poissona, ktore bedzie przed-
miotem dalszego zainteresowania, jest sytuacja, gdy analizuje si¢ obszary bez
tadunkow stacjonarnych. Otrzymujemy wtedy znane w bardzo wielu zastosowa-
niach fizycznych réwnanie Laplace’a:

v =0, (11)

ktorego rozwigzania maja interesujace wiasciwosci fizyczne, przedstawione dalej.

1.3. Przypadek propagacji fal/mocy w jednym wybranym kierunku
(%0

1.3.1. Przypadek ogolny

W przypadku transmisji mocy w jednym wybranym kierunku nalezy zbada¢
oddzielnie zachowanie si¢ sktadowych pol skierowanych w kierunku przeptywu
mocy i do niego prostopadtych. Zaktadajac, ze kierunkiem przeptywu mocy
w uktadzie kartezjanskim jest kierunek z, mozna tatwo rozdzieli¢ réwnania
Maxwella na odpowiednie czesci. Kazdy z wektoréw pola E i H mozna roztozy¢ na
cze$¢ podtuzng (E:iz, H.l;) i poprzeczng (E:, He) np.:

E= Et + Eziz , (12)

gdzie E; = Exix + Eyiy, @ ix, Iy, 1 i; sa wersorami w kierunkach osi X, Y, i Z.

Kazde z rownan wektorowych (4a) i (4b) tez moze zostac rozdzielone na czes$¢
podtuzng skalarng w kierunku z i poprzeczng cze¢$¢ wektorowa. By zrobi¢ to
efektywnie, wygodnie jest rowniez rozdzieli¢ na czgséci operator nabla, wspomniany
W przypisie 8:

v:uﬁ+”ﬁ+yﬁ=w+gﬁ. (13)
ox oy ‘oz oz

W kierunku osi z oczekuje sie rozwigzania harmonicznego, wigc w rozwigzaniu
powinna si¢ pojawi¢ albo kombinacja funkcji trygonometrycznych, albo funkcja

typu e 7 Jezeli dopusci si¢ rozwigzanie harmoniczne ttumione, to moze ono mieé
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wygodna postaé e7? =e *?e 7 Obliczanie wiec pochodnej w kierunku osi z spro-
wadza si¢ do pomnozenia przez —y°. Wzor (13) przyjmie postaé:

V=V, —yi,. (14)

Po zapisaniu rownan (4a) i (4b) za pomoca operatora nabla i rozdzieleniu na czg$ci
otrzyma sig:
A) Cze$¢ podtuzna:

V. xE,=—jou-H,i,, V.xH, = jwé-E,i,. (15a,b)
B) Czeé¢ poprzeczna:

(_}/'iz XEI)+VIXEziz :_ja)/u'Ht' (_y'iz ><Ht)-{_vt ><Hziz = Ja)‘c”:Et
(16a,b)

Szczegodlowa analiza rozwigzan roéwnan rozniczkowych (15) i (16) pokazuje, ze
dla idealnie przewodzacych struktur przesylajacych moc, istnienie skladowych E,
i H; implikuje istnienie pewnej czestotliwosci granicznej, tylko powyzej ktorej
mozliwa jest propagacja fali/mocy. Sg to tzw. rodzaje falowodowe™.

Wspomniana czg¢stotliwos¢ graniczna jest powigzana z poprzecznymi rozmia-
rami struktury prowadzacej fale. Jezeli wymiary poprzeczne struktury sg duzo mniej-
sze od dtugosci fali (co zachodzi dla 50 Hz), propagacja ze sktadowymi E; i H; nie
jest mozliwa. W przypadku sieci energetycznych nalezy przyja¢ E; =01 H, =0.

Fale, ktore spetniaja ten warunek, nazywa si¢ falami TEM (Transverse
Electromagnetic).

W przypadku wiec propagacji fal TEM w kierunku z, rébwnania Maxwella
przyjmuja postac:

V., xE, =0, V,xH, =0, (15¢c, d)
(~y-i,xE,)=—jou-H,, (—=y-i,xH,)= joéE,. (16c, d)
Z réwnan powyzszych wynika szereg wilasciwosci fal TEM, takich jak

prostopadto$¢ wektorow E i H, rownos¢ impedancji falowej E/H i impedancji
charakterystycznej osrodka i inne, ktore nie beda tu blizej analizowane.

9 Stala y jest nazywana staly propagacji i ma dwie sktadowe: y = a + jf. « jest stala tlumienia,
a [ — stala fazowa. W wolnej przestrzeni i dla fal TEM S jest zwiazane z dtugoscia fali A: S = 2n/A.
Przy braku strat y = jS.

10 W przypadku rodzajéw falowodowych nie ma jednoznacznego powigzania pomiedzy mocami
a napieciami i pradami. Rowniez, znane z teorii linii dtugich, pojecie impedancji charakterystycznej
jest niejednoznaczne. Problem ten nie wystepuje w przypadku prowadnic z rodzajem TEM.
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1.3.2. Przypadek malych strat przewodzenia i rozktad poprzeczny pola

Réwnania (15) 1 (16) sa rownaniami rézniczkowymi, ktére nalezy rozwigzaé
z okreslonymi warunkami brzegowymi. W przypadku prowadzonych fal/mocy
warunki te sg okreslone przez powierzchnie przewodzace struktury. Nalezy jeszcze
przedyskutowaé sytuacje, gdy przewodnos$¢ struktury nie jest idealna. Zgodnie
z prawem Ohma dla punktu w przestrzeni J = E, przeptyw pradu wzdhiz przewodu
(np. w kierunku z) wywota spadek napiecia wzdluz przewodu, czyli powstanie
sktadowej E; (rys. 2). Przy danej wartosci pradu I, [A] i wynikajacej z niego gestosci
J; [A/m?] wartoé¢ sktadowej E, bedzie tym mniejsza, im wicksza bedzie
przewodno$¢ o. Ta malenika sktadowa E; nie jest zwigzana ze wspomnianymi rodza-
jami falowodowymi i bedzie istnieé, ale jedynie tuz przy powierzchni i wewnatrz
przewodow.

Jezeli do rownania (15b) podstawi si¢ wyrazenie (5) na zespolong przenikalnosé
elektryczna, po prawej stronie pojawi si¢ suma pradéw przewodzenia (J,=cE,)
i przesuniecia (joeE,):

V,xH, =(joe-E, +o-E,)-i,. 17
Podstawienie wartosci liczbowych pokazuje, ze dla typowych warto$ci
przewodnosci i czgstotliwosci energetycznych prad przesunigcia jest o wiele rzedow

wielko$ci mniejszy od pradu przewodzenia i moze by¢ pominigty. Podsumowujac,
réwnania (15) na czg$¢ podtuznag pola przyjmuja postac:

VixE =0 VixH =3, (18a,b)

Rys. 2. Geometria wektoréw pola i Poyntinga linii dwuprzewodowej, pokazujgca
czes¢ podtuzng i poprzeczng. Sktadowa podiuzna wektora Poyntinga S:
jestiloczynem wektorowym E: i Ht, a sktadowa poprzeczna St
powstata jako iloczyn E: i Ht i jest odpowiedzialna za straty cieplne w przewodach

Fig. 2. Field and Poynting vectors geometry in two wire line for the parts transversal
and longitudinal. The longitudinal component of the Poynting vector S; is a vector product
of Et and Ht, as well as the transversal component St, arisen as a product of Ez and H:.
The last one is responsible for the thermal losses in the wire
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Trzeba zauwazy¢, ze paradoksalnie, roOwnania na cze¢$¢ podluzng opisuja
zachowanie si¢ poprzecznej czesci pola. Poréwnujac powyzsze rOwnania z rdwna-
niami dla elektrostatyki i magnetostatyki (7a) i (7c), widac, ze poprzeczny rozklad
pola struktur prowadzacych moc w postaci fal TEM jest identyczny jak dla
elektrostatyki i pél magnetostacjonarnych bez wzgledu na czestotliwosc.
Réwniez w przypadku sieci energetycznych jest to spetnione.

1.3.3. Rozktad podiuzny pola

Nalezy teraz przeanalizowaé rownania (16a,b). Sktadnik zawierajacy H; nie
istnieje (fala TEM), natomiast sktadnik zawierajacy E; jest znacznie mniejszy od
pozostatych i moze by¢ pominiety. Po tym zabiegu nie sa to juz réwnania
rozniczkowe. Réwnania przyjma wigc posta¢ (16¢,d). Informacj¢ fizyczng zawarta
w tych réwnaniach tatwo uzyskaé, wyznaczajac warto$¢ H¢ z réwnania (16¢)
i wstawiajac jg do rownania (16d):

7°E, =—0’ué-E,. (19)

Z rownania tego uzyskuje si¢ informacje dotyczaca charakteru propagacji
w kierunku osi z, opisanej przez wprowadzong wielko$¢ zespolong y, nazywang stalg
propagacji (por. przypis 8):

7/=ja)\/ﬁ=a+jﬂ. (20)

Wyrazenie pod pierwiastkiem opisuje parametry elektryczne o$rodka
wypelniajacego strukture prowadzaca falg/moc. W zastosowaniach energetycznych
straty mozna w pierwszym podej$ciu czesto pomingé i wtedy £ = ¢ a y=jf. Zmiany
natezenia pola elektrycznego w kierunku przesylu mocy/fali maja wigc postaétt:

E(z)=Ee " (21)

Analogiczne réwnanie mozna zapisa¢ dla wektora nat¢zenia pola magne-
tycznego.

Podsumowujac, roztozenie rownan Maxwella na czgs¢ podtuzng w kierunku
przesytu mocy i cze$¢ poprzeczng pozwolito uzyskaé¢ informacje, ze:

e w kierunku poprzecznym rozktad pola jest taki sam jak dla elektrostatyki
I rozktad potencjatu jest dany przez rownanie Laplace’a (zaklada si¢, ze nie ma
tadunkéw pomigdzy przewodami) — réwnanie (11);

e w kierunku podtuznym, przy pominigciu strat, mamy zachowanie harmoniczne
okreslone przez wtlasciwosci osrodka wypetniajacego przestrzen pomigdzy
przewodami, rownanie (21).

1 'Wyrazenie fz = 2n.2/A w wykladniku wzoru (21) w przypadku sieci energetycznych jest niezwykle
mate i praktycznie do pomini¢cia przy dtugosci fali 6000 km; tak wigc faza pola elektrycznego jest
praktycznie zwigzana tylko z wyraZeniem e, ktdre jest pominigte w zapisie.
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2. WEASCIWOSCI ROZWIAZAN ROWNANIA LAPLACF’'A

Ponizej opisano wlasciwosci rozwigzan rownania Laplace’al? na przyktadzie
rownania (11): VU =0, stwierdzajacego, ze w analizowanym obszarze nie ma
zrédet zmian potencjatu elektrycznego U. Rownanie (11) jest rownaniem réznicz-
kowym czastkowym i jednorodnym. Rozwigzuje si¢ je w obszarze ograniczonym
brzegiem lub brzegami, na ktorych sa zadane warunki brzegowe. W tym przypadku
brzegi te beda przewodnikami.

Podczas badania struktur otwartych tworzy si¢ brzeg, ograniczajacy obszar
rozwiazania i przesuwa si¢ go do nieskonczonosci. Przyktadowo, powierzchnie S;
na rysunku 3 mozna rozszerzy¢ do nieskonczonosci. Zazwyczaj wtedy przyjmuje si¢
potencjal w nieskonczonosci Ui = 0. Jak pokazano na rysunku 3, warunki brzegowe
sa wielospéjne i na kazdej powierzchni Si mozna przyja¢ inny potencjat Ui.

u, u,
S (s
2 -—
. ; YV u=0

Rys. 3. Obszar rozwigzywania réwnania Laplace’a (biaty) musi by¢ ograniczony
powierzchniami (Si), na ktérych dane sg warunki brzegowe ui.
Powierzchnia S1 moze by¢ rozszerzona do nieskonczonosci.

Jesli u jest potencjatem, powierzchnie muszg by¢ ekwipotencjalne.
W przypadku przesytu energii jest to przekroj poprzeczny linii transmisyjnej z falag TEM

u,=0 S,

Fig. 3. The Laplace equation solution area (white) has to be limited by surfaces (Si)
with boundary condition ui. Surface S1 may be extended to the infinity. If u is a potential,
the surfaces Sj have to be equipotential. In the energy transfer case,
the figure is a cross section of the transmission line with the TEM mode wave

Jest nieskonczenie wiele mozliwosci podania warunkéw brzegowych, ale liczba
rozwigzan niezaleznych, z ktorych mozna uzyska¢ wszystkie inne rozwigzania, jest
skonczona i wynosi N — 1, gdzie N jest krotnos$cia spojnosci analizowanego obszaru.
Na rysunku 3 N = 5, wigc istnieja cztery niezalezne rozwigzania. Kazde z nich jest
jednoznaczne, tzn. nie istnieje inne rozwigzanie, spetniajgce te same warunki
brzegowe.

Przy badaniu struktury jednospdjnej N — 1 = 0, czyli nie ma rozwiazan nietry-
wialnych. W elektrostatyce np. nie ma pola wewnatrz natadowanej kuli.
W przypadku przekroju poprzecznego struktur prowadzacych falg/moc oznacza to,

12 Doktadne oméwienie wilasciwosci réwnania Laplace’a mozna znalezé w wielu podrecznikach
elektrodynamiki, np. takich jak: David J. Griffiths, Podstawy elektrodynamiki, PWN, Warszawa 2001.
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ze nie mozna przesta¢ mocy fala TEM poprzez np. pojedynczy przewdd, rurg, czy
falowod. Wtedy trzeba uzy¢ fal nie-TEM, np. rodzajéow falowodowych, posiada-
jacych sktadowsa E; i/lub H; pola.

Zgodnie z wynikami punktu 1.3 w przypadku linii przesylowej energetycznej
trojfazowej, zawierajacej trzy przewody i przewod zerowy (N = 4), nalezy analizo-
wac oddzielnie przekrdj poprzeczny i podluzny. Przekrdj poprzeczny traktuje sie
jako ptaski, dwuwymiarowy problem speiniajacy rownanie Laplace’a. Poniewaz
N = 4, wystepuja trzy niezalezne rozwigzania.

Istniejg rozne sposoby definiowania tych rozwiazan, ale dla struktur z N > 3
wygodnie jest stosowa¢ tzw. rodzaje kazdej linii. Polega to na tym, ze dla
pierwszego rodzaju poszukuje si¢ rozwigzania, gdy pierwszy przewodd jest na
potencjale 1, a wszystkie pozostate przewody sa na potencjale zerowym. Nastepnie
drugi przewod jest na potencjale 1 i pozostate s3 uziemione, itd. Rozwigzanie dla
dowolnego pobudzenia otrzyma si¢, tworzac superpozycj¢ tych trzech rozwigzan
z odpowiednimi wagami. Rozwigzanie dla rodzaju pierwszego mnozy¢ trzeba przez
uz, drugiego przez u., itd. Nastepnie dodaje si¢ wszystkie rozwigzania.

Kolejng cechg rozwigzan rownania Laplace’a jest fakt, ze ekstrema funkcji,
bedacej rozwigzaniem, moga wystepowac jedynie na brzegach obszaru. Gdyby
przedstawi¢ warunki brzegowe na poszczegdlnych powierzchniach w postaci
shupkéw o wysokosci proporcjonalnej do wartosci potencjatu na tej powierzchni, to
rozwigzanie wygladatoby jak elastyczna membrana rozciggnigta na tych stupkach®s.
Membrana taka nie bedzie miata lokalnych maksiméw i minimow poza stupkami.

3. PRZYKLAD PRAKTYCZNY

Majac juz przygotowanie teoretyczne, mozna pokusic si¢ o probe rozwigzania
konkretnego przykladu praktycznego, by zbadaé, jak wyglada transmisja mocy
w wybranej strukturze i jej opis za pomoca wektora Poyntinga (czyli wektorow pola)
oraz napi¢¢ 1 pradow. Strukture nalezy wybra¢ na tyle prosta, aby analiza matema-
tyczna nie przestonita istoty fizycznej. Wygodnie bgdzie wybra¢ jako strukture
prowadzaca moc lini¢ wspotosiowg o wymiarach pokazanych na rysunku 4.
Uzyskane wnioski mozna bedzie przenies¢ na wszystkie rodzaje prowadnic/linii
prowadzacych falg typu TEM. Szczegdlowe rozwiagzanie rozktadu przestrzennego
pola elektrycznego i magnetycznego zawarte jest dalej w Zataczniku. Uzyskano tam
nastgpujace wzory na pola E i H:

_ip Uy, _is
E=E,e " =—2r e [V/m], (22)
rinb a

13 Doktadnie rzecz ujmujac, réwnaniem membrany bedzie réwnanie Laplace’a tylko wtedy, gdy
odchylenia membrany od powierzchni plaskiej bgda dostatecznie mate.
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: l,i :
H=H, e ¥ =_22e P [Am], (23)
r
gdzie Uo i lo sa, odpowiednio, napieciem i pradem w linii, r i ¢ sa zmiennymi
walcowego uktadu wspotrzednych, odpowiednio, radialng i azymutalng, a a i b
promieniami przewodow wedtug rysunku 4.

2b

< »
« I=

Rys. 4. Geometria linii wspotosiowej i wektory pola

Fig. 4. Coaxial line geometry and the field vectors

3.1. Rozklad gestosci mocy czyli wektora Poyntinga

Przed obliczeniem wektora gestosci mocy nalezy podkresli¢, ze wystgpujace
we wzorach (22) i (23) amplitudy zespolone napigcia i pradu Uo i lo sa w fazie.
W zwigzku z tym wektory E i H sg rowniez w fazie. Mamy wigc w tym przypadku
do czynienia z przesytem wytacznie mocy czynnej. Przesunigcie w fazie pomigdzy
U i |, jakie by si¢ pojawito, spowodowane np. sktadowa reaktancyjng w obcigzeniu,
skutkowaloby pojawieniem si¢ fali poruszajacej si¢ w przeciwnym kierunku. Wtedy
U i | bylyby sumg, odpowiednio, napi¢é¢ i pradow kazdej z fal sktadowych. Analize
takich sytuacji przedstawiono w pracy [9].

Ogdlnie gestos¢ mocy czynnej przenoszonej przez pole, dla amplitud
zespolonych mozna zapisa¢ w postaci:

5= ; Re(E X H*j , (24)

ktora jest modyfikacja wzoru (1). Do tej relacji mozna podstawic¢ teraz zaleznosci
(22) i (23). Otrzyma sig:
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g—_ Yoo ;.
2 b/ *
4nr Iogé

Wzor (25) opisuje radialng zmiang wektora ggstosci mocy skierowanego
w kierunku osi z. llustracj¢ wzoru pokazano na rysunku 5, na ktorym podano tez
wartosci zastosowanych parametréw. Tu wida¢ przydatno$¢ wektora Poyntinga.

(25)

Rozklad gestosci mocy w funkcji promienia

ot
w
o

o
w

0.15

0.1

Warto$¢ wektora Poyntinga [VW/imm2]

| I 1
2 25 3 35 4 45 5 55 6
Odleglo$¢ od osi przewodu [mm]

0 i i

Rys. 5. Rozktad gestosci mocy [W/mm?] w funkcji promienia dla linii wspdtosiowej
o0 wymiarach a =2 mm, b = 6 mm, do ktdrej przytozono napiecie o amplitudzie 10 V
i w ktdrej ptynie prad o amplitudzie 1 A
Fig. 5. Power density distribution [W/mm?] vs. radius of the coaxial line
with a =2 mm, b = 6 mm. The voltage between wire is 10 V and the currentis 1 A

Zwraca uwagg ponadsiedmiokrotna roznica gestosci mocy pomiedzy
powierzchnig przewodu wewngtrznego i zewnetrznego.

W podpunkcie 1.3.2 przeprowadzono dyskusje zwigzang z istnieniem
niewielkiej sktadowej E, wystepujacej w wyniku skonczonej przewodnosci o
przewodow, ktora mozna zaniedbaé w pierwszym podejsciu. Sktadowa ta,

14 ' Wzér (25) mozna tez wykorzysta¢ do optymalizacji konstrukcji linii tak, aby gesto$¢ mocy przy
przewodzie wewnetrznym byta najmniejsza. Jesli podstawimy a w miejsce p i obliczymy pochodna ze
wzgledu na a, mozna okresli¢ optymalny stosunek $rednic, zapewniajacy minimalng warto$¢ S, ktory
wynosi b/a = 3,6, co odpowiada linii o impedancji charakterystycznej ok. 77 Q, a wiec bliskiej
popularnym kablom 75-omowym. Minimalna warto$¢ gestosci mocy dla obliczonego stosunku b/a nie
oznacza, ze dla tej samej proporcji otrzymamy minimalng warto$¢ wektora nat¢zenia pola
elektrycznego. W tym celu nalezy uzy¢ rownania (22), z ktoérego otrzymamy w analogiczny sposob
optymalng warto$¢ b/a = 2,71, co odpowiada linii wspotosiowej o impedancji charakterystycznej 60 Q.
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wspoldziatajac z wektorem natgzenia pola magnetycznego, réwniez wytwarza
wektor Poyntinga, ktory skierowany jest w strong osi przewodu wewngtrznego:

1. . 1 .
S:E(Ezlszwlw):—EEqu,lr, (26)
Mozna teraz obliczy¢ moc wnikajaca do przewodu na odcinku jednostkowym.

Poniewaz warto$¢ wektora na powierzchni przewodu jest stala, nie jest konieczne
catkowanie. Otrzymuje sig:

2
P=S-2ﬂ:a-1=1-£- l -2na=1 |°2 :EIOZ-RJ., (27)
2 o 2mna 2na’c 2
R - 1
gdzie ' ma‘c jest rezystancja odcinka przewodu wewnetrznego o dhugosci

jednostkowej. Otrzymany wynik pokazuje, ze ta skladowa wektora Poyntinga
reprezentuje straty energii na ciepto. Analogiczne rozwazanie mozna przeprowadzié
dla przewodu zewnetrznego. Ze wzgledu na zmiang kierunku pradu wektor S bedzie
teraz skierowany w przeciwnym kierunku niz poprzednio i bedzie reprezentowat
straty w przewodzie zewngetrznym.

Ostatnim zadaniem jest obliczenie catkowitej mocy P przesytanej linia
wspotosiowa. W tym celu nalezy scatkowa¢ wyrazenie (26) po powierzchni
przekroju poprzecznego A struktury:

P:deA:TTs—rdr.d(p.i =£Td¢fﬂ=1u Iy (28)
A a0 ’ 47“09%0 2 F 2 o

Z relacji tej wynika, ze w przypadku okre$lania mocy korzystanie z wektora
Poyntinga jest zbyteczne, gdyz cata informacja jest zawarta w napi¢ciach i pradach.
Podobny wynik mozna otrzyma¢ dla kazdej struktury przesylajacej moc na
czestotliwosciach energetycznych. Dla linii wieloprzewodowych, np. dla sieci
trojfazowej z przewodem zerowym wystapig trzy napigcia i trzy prady, ktore musza
by¢ zdefiniowane w sposob niezalezny.

PODSUMOWANIE

W pracy rozwazono jednokierunkowy przypadek propagacji fali/przesylu
mocy wzdhuz jednorodnej struktury (linii przesylowej), ktorej wymiary poprzeczne
sa mate w stosunku do dtugosci fali, co jest przypadkiem energetyki. Wychodzac od
rownan Maxwella, przeanalizowano mozliwe rozklady pola w plaszczyznie
prostopadtej do kierunku propagacji oraz w kierunku propagacji. Wykazano, ze
w przypadku przekroju poprzecznego rozktad pola elektrycznego jest identyczny jak
dla elektrostatyki, a rozklad pola magnetycznego jest magnetostacjonarny
(tzn. odpowiadajacy przeptywowi pradu statego).
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Dla konkretnego przyktadu linii wspotosiowej wyprowadzono relacje wigzace
pole elektryczne i magnetyczne w linii z napigciami i pradami oraz ksztattem
geometrycznym przekroju poprzecznego. Sg to wzory (22) i (23) sluszne dla
przypadku bezstratnego. Uwzglednienie matych strat przewodzenia sprowadzitoby
si¢ do zamiany stalej fazowej B na stala propagacjiy. W Zataczniku, w komentarzu
do wzoru (Z7) objasniono fizyczne interpretacje elementéw wzoru (22), zawiera-
jacego opis rozkladu poprzecznego pola, jak i rozktadu podtuznego zaleznego od
materialu wypelniajacego strukture.

Wymnozenie wzorow (22) i (23) wedlug relacji (24) dato poprzeczny rozktad
gesto$ci mocy prowadzonej przez strukture (25). W przypadku transmisji jedno-
kierunkowej nie ma przesuniecia fazy pomigdzy polem elektrycznym i magnetycz-
nym oraz napi¢ciem i pradem, ktore sg do pdl odpowiednio proporcjonalne.
Pokazano przydatnos¢ zaleznosci (25) do okreslania powierzchniowej ggstosci mocy
(wektora Poyntinga), przenoszonej przez struktur¢ pomiedzy przewodami. (Pola
wewnatrz przewodow sg calkowicie zamieniane na ciepto).

Uzyskanie calkowitej mocy przenoszonej wymagato scatkowania relacji (25)
po powierzchni przekroju poprzecznego linii. Uzyskana z wymnozenia i scatko-
wania pol relacja na moc catkowitg jest proporcjonalna do iloczynu pradu i napiecia.
Pokazuje, ze w przypadku energetyki, w ktdrej istnieje jednoznaczne powigzanie pol
oraz napiec i pradow, stosowanie wektora Poyntinga do analizy przeplywu mocy jest
zbgdne.

W transmisji dwukierunkowej moze si¢ pojawié przesuniccie fazy pomiedzy
napigciem i prgdem powodowane przez obcigzenie reaktancyjne. W podejsciu
energetycznym wystepuje wtedy problem mocy biernej, a w podejsciu linii trans-
misyjnych wyzszych czgstotliwos$ci pojawia si¢ fala odbita. W tym ostatnim
podejsciu nie ma problemu mocy biernej, gdyz sa dwie moce czynne poruszajace si¢
w przeciwnych kierunkach. Omoéwienie tych zagadnien wraz z dyskusja przedsta-
wiono w pracy [9].

ZALACZNIK

Okreslenie rozkltadu pola elektrycznego i magnetycznego
w linii wspotosiowej dla fali TEM

Z.1. Rozklad pola elektrycznego

Rozktad pola poprzecznego E: okresla si¢ z rozktadu potencjatu (wzor (8)),
ktory mozna uzyskaé, rozwigzujac rownanie Laplace’a z nastepujagcymi warunkami
brzegowymi: na powierzchni zewngtrznej S; potencjal up = 0 i na powierzchni
wewnetrznej S, potencjat Uz = Up. Ksztalt struktury (rys. 4) sugeruje zastosowanie
walcowego uktadu wspotrzednych posiadajacego zmienne r, ¢ i z. Poniewaz
rozwaza si¢ tylko przekrdj poprzeczny, pomija si¢ sktadowa z. Symetria uktadu
powoduje, ze nie bgdzie zaleznosci od zmiennej katowej ¢. Pozostaje wigc tylko



30 ZESZYTY NAUKOWE AKADEMII MORSKIE} W GDYNI, nr 95, listopad 2016

rozwigzanie jednowymiarowe ze wzgledu na zmienng radialng r. Laplasjan
w uktadzie wspotrzednych walcowych przyjmuje postac:

2 2
vy-1o( M +i28_l.;+5_l: (21)
ror\ or) r°op° oz
\_ﬂ——/
=0
Po opuszczeniu zmiennych ¢ i z oraz przyréwnaniu do zera otrzymuje sig:
i(r d—uj ~0. @2)
dr dr
Po scatkowaniu uzyska sig:
u=C;-Inr+C,. (Z3)

Znalezienie statych C; i C; wymaga uwzglednienia warunkéw brzegowych:
u(@=cC,-lna+C,=U, u()=C,-Inb+C,=0. (Z4)

Ostatecznie otrzymuje si¢ rozktad potencjatu w funkcji promienia w postaci:

In % | 25
In%

Rozktad pola elektrycznego w linii wspotosiowej, po wykorzystaniu relacji (8):
E=-gadU, ktéra wymaga obliczenia pochodnej po r z wyrazenia (Z5)
i uwzglednienia wersora ir oraz po uwzglednieniu zalezno$ci od z wedtug wzoru
(21), mozna zapisa¢ w postaci:

u(ry=U,

E=E,e = UL:;e‘V” [Vim]. (26)
rin A

W zaleznosci tej, w ktorej Et jest juz teraz rozkladem amplitudy zespolonej®
wektora pola elektrycznego, mozna uwidoczni¢ szereg elementow odpowiedzial-
nych za rézne efekty fizyczne:

E:UO.L.I_r.e_jﬁ‘Z[V/m]
—— |nb r —Yy—
A a>x D , (Z7)
%r—’B C

15 Nalezy pamictaé o nieuwidocznionej zaleznoéci od czasu w postaci /!, Amplituda zespolona E lub
H jest tu liczba zespolona, ktorej faza jest okreslona dla miejsca z = 0 i czasu t = 0. W innym miejscu
i czasie nalezy doda¢ ot — pz.
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gdzie:
A — amplituda zespolona napigcia pomigdzy przewodami, czyli stata zwigzana
z wielko$cig pobudzenia linii,
B — stala zwigzana z ksztatltem geometrycznym struktury prowadzacej fale,
C — opisuje rozktad pola E w plaszczyznie prostopadtej do kierunku propagacji,
D— opisuje zmiany pola w kierunku propagacji. Moc jest przenoszona wylacznie
w Kierunku z. Nie ma fali poruszajacej si¢ w kierunku przeciwnym.

W wyrazeniu tym stata propagacji:

ﬂ:zfza)\/%, (28)

gdzie A jest dlugoscig fali rozchodzacej si¢ w kierunku z, okre§long przez parametry
elektryczne ui ¢ osrodka wypetniajacego strukture.

Z.2. Rozklad pola magnetycznego

Okreslenie rozktadu pola magnetycznego powinno si¢ rozpocza¢ od réwnania
(18b): V,xH,=J,i,. Wykorzystuje si¢ to rownanie tylko do stwierdzenia, ze
jedyna sktadowa poprzeczna pola wytwarzang przez gestos¢ pradu J, jest sktadowa
H,*® Dalej wygodniej bedzie skorzysta¢ z postaci catkowej prawa Ampera (2c).
Po usunigciu pochodnej po czasie (o =~ 0) prawa strona jest amplituda catkowitego
pradu, ptynacego przewodem wewnetrznym:

fH-d1=[3-ds=1,. (29)
L S
W réwnaniu tym powierzchnia S jest fragmentem przekroju poprzecznego struktury
w postaci kota o promieniu r > a (dowolna linia przerywana na rys. 4), a L jest

brzegiem tego kota. Element dl = r-de-e, jest wiec réwnolegly do H, Catka
przyjmuje tu postac:

2n
[Hrdp=1,. (210)
0

z ktorej otrzymuje si¢ Hy, = lo/2nr. Ostatecznie pole magnetyczne wewnatrz linii
wspotosiowej, ktorego amplitudg zespolong jest Hi, mozna zapisa¢ jako'’:

16 Po rozpisaniu lewej strony rdownania pojawig sie pochodne H,/or i oHr /0¢. Ta druga musi znikaé
ze wzgledu na osiowa symetrie struktury. Teoretycznie moglaby istnie¢ stata sktadowa H,, ale nie
bytaby ona zwiazana z ggsto$cia pradu J, tylko np. ze statym polem magnetycznym, np. gdyby przewod
wewnetrzny byt biegunem N magnesu, a przewdd zewngtrzny S. J. wytwarza tylko Ho.

17 Tylko prad ptyngcy w przewodzie wewnetrznym daje wktad do pola magnetycznego pomigdzy
przewodem wewnetrznym i zewnetrznym. Prad w przewodzie zewngtrznym, ptynacy w przeciwnym
kierunku, likwiduje tylko na zewnatrz linii wspotosiowej pole magnetyczne, pochodzace od przewodu
wewnetrznego.
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i,
H=H,e = ﬁe"ﬁ'z[A/m]. (z11)
Tt

Majac rozktady przestrzenne obu wektorow E i H (wzory (Z6) i (Z11)), mozna

teraz okresli¢ rozklad gestosci mocy przesylanej ta linia, co przeprowadzono
w czesci gtownej pracy.
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IS THE POYNTING VECTOR A NECESSERY TOOL
TO ANALYSE NONACTIVE POWER?

Summary

The paper is addressed to the electrical engineers who are interested in a_non-active power analysis in
power lines. The Poynting vector application, as a necessary tool to explain physical phenomenon, has
been suggested in some papers. The reader is guided through the chosen problems of the
electromagnetic theory in an accessible way, in order to explain to him why in the analysis of 50 Hz
power, which is transmitted along uniform multi-wire line, the application of the Poynting vector is
unnecessary. Nevertheless, the Poynting vector could be useful in the analysis of the 3D density
distribution of the power transferred between wires of the line.

The influence of the sources and loadings is not analysed in this paper. It could be taken into account
by creating a superposition of solutions obtained in this paper, which is discussed in an accompanying
paper [9].

Keywords: reactive power, nonactive power, power oscillating, Poynting vector, Maxwell’s equations,
field analysis, quasi-stationary fields, wave/power propagation, transvers field distribution, Laplace
equation, coaxial line.





