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APROKSYMACJA PRZEBIEGU TRASY KOLEJOWE])
NA PRZYKtADZIE KRZYWOLINIOWEGO ODCINKA POLACZENIA
SOMONINO - GDANSK OSOWA

W artykule zaprezentowano wyniki wyznaczenia wspotrzednych przebiegu trasy kolejowej metodami
aproksymacji wielomianowej i interpolacji krzywq kubicznq na podstawie pomiarow czasu rzeczy-
wistego GPS, zrealizowanych z wykorzystaniem polskiej aktywnej sieci geodezyjnej ASG-EUPOS.
Rozwazania teoretyczne poparte zostaly praktycznym przyktadem aplikacyjnym opartym na
zrealizowanych pomiarach inwentaryzacyjnych zmodernizowanego odcinka toru kolejowego relacji
Somonino — Gdarsk.

Stowa kluczowe: drogi szynowe, trasa kolejowa, ASG-EUPOS, aproksymacja wielomianowa,
interpolacja krzywq kubicznq.

WSTEP

W kwietniu 2008 roku Gléwny Urzad Geodezji i Kartografii zakonczyt
realizacj¢ najwigkszej inwestycji zwigzanej z wykorzystaniem globalnych satelitar-
nych technik pomiarowych GNSS w geodezji i nawigacji w Polsce [1]. Inwestycja
ta, kontynuowana p6zniej w formie testow oferowanych ushug (serwiséw) i infra-
struktury teleinformatycznej, jest wynikiem §wiatowego trendu uruchamiania przez
organy do spraw geodezji poszczegdlnych panstw narodowych sieci stacji
referencyjnych [2, 4, 5]. Precyzyjne techniki GNSS, oparte na pomiarach fazowych
dla inwentaryzacji drog szynowych, ograniczone sa przez szereg czynnikdw, wsrod
ktorych wymieni¢ nalezy przede wszystkim czg§ciowa niedostgpnos¢ sygnatu
satelitarnego, wywotana przestonigciem horyzontu przez tzw. przeszkody tere-
nowe, utratg sygnatu podczas pokonywania tuneli czy znaczace wahania wartosci
wspotczynnikdéw geometrycznych decydujacych o doktadnosci [12, 13, 14].

Wykorzystanie satelitarnych badan inwentaryzacyjnych drog szynowych oraz
dostosowanie metod projektowania ich uktadow geometrycznych na potrzeby
nowej techniki pomiarowej sa gléwnym przedmiotem dziatalnosci zespotu
powotanego w 2009 roku (PG, AMW, AMG). Pierwsze badania eksperymentalne
zrealizowano podczas inwentaryzacji odcinka linii kolejowej Koscierzyna —
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Kartuzy (linie 201 i 214). Nastgpnego roku przeprowadzono kampanie pomiarowe
na odcinku Gdansk Glowny — Gdansk Zaspa Towarowa (linia 249) i na trasie
Gdansk Osowa — Somonino (linia 201) w 2010 roku.

Niniejszy artykul prezentuje zagadnienie wyréwnawcze pomiaréw GNSS
z wykorzystaniem aproksymacji wielomianowej i interpolacji krzywa kubiczna.

1. PRZEBIEG POMIAROW

W dniu 6 listopada 2010 roku dokonano pomiaru inwentaryzacyjnego odcinka
trasy kolejowej taczacej stacje Somonino oraz Gdansk Osowa. Przejazd testowy po
odcinku trasy o dtugosci okoto 26 km wykonano wozkiem motorowym WMI15A.
Na holowanej platformie zamontowano trzy odbiorniki GNSS: jedno urzadzenie
Leica VIVA GS-15 oraz dwa urzadzenia typu Leica—System-1200 (rys. 1).
Odbiorniki wykorzystywaty serwis NAWGEO aktywnej sieci geodezyjnej
ASG-EUPOS, zapewniajacy fazowe rozwiazanie GNSS z doktadnosciami centy-
metrowymi. Pomiary realizowano w czasie rzeczywistym z czg¢stotliwoscia 5 Hz.
Rozwiazanie pozycji uzyskiwano z wykorzystaniem wirtualnej stacji referencyjne;j
(ang. Virtual Reference Station), umozliwiajacej uzyskiwanie najwyzszych doktad-
nosci wyznaczen z pominigciem wptywu odleglosci pomigdzy stacja referencyjna
a odbiornikiem ruchomym. Pierwsza sesj¢ pomiarowa zrealizowano w godzinach
10:26-12:22, natomiast druga — w godzinach: 12:31-14:12.

Rys 1. Platforma pomiarowa z zamontowanymi odbiornikami GNSS w trakcie objazdu trasy
Fig. 1. Measurement platform with GNSS receivers during the round on surveyed section
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Aby zapewni¢ mozliwo$¢ precyzyij-
nego umiejscowienia odbiornikow w osi
platformy, wykorzystano specjalnie przy-
gotowane podstawy (rys.2), posiadajace
mozliwo$¢ regulowania polozenia anteny
GNSS. Wytyczono je z wykorzystaniem
tachimetru model — Leica System 1200
z minimalng doktadnoscig 1 mm.

W trybie fazowego pomiaru kinema-
tycznego odbiorniki umozliwialy osiaganie
doktadnosci rzedu: 10 mm + 1 ppm (rms)
horyzontalnie oraz 20 mm + 1 ppm (rms)
wertykalnie. Ponizej zaprezentowano pro-
jekcje wynikéw pomiaréw w panstwowym
uktadzie wspotrzednych 2000 na ortofoto-
mapg.

Rys. 2. Mocowanie spodarki odbiornika
podstawg do platformy [8]
Fig. 2. Mounting of the receiver tribrach’s
base to the platform [8]

Rys. 3. Przebieg odcinka trasy Somonino — Gdansk Osowa, bedgcego przedmiotem
zrealizowanego badania

Fig. 3. Course of the Somonino — Gdarisk Osowa route section, which was the object
of the realised study
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2. ANALIZA DANYCH

Wspotrzedne tukow odcinka toru mozna uzyskaé z zastosowaniem metody
najmniejszych kwadratéw, rozszerzajac funkcje regresji o wspdlczynniki przy
kolejnych potegach zmiennej objasniajacej x [10]:

yv(x)=a,+a;-x+a;-x2+ay-x3+..+a, - x"+¢, (1)
gdzie:
a, — parametry wielomianu,
y(x) — zmienna objasniana,
n  — najwyzsza potgga zmiennej x, tj. stopien wielomianu,

& — blad losowy.

Powyzszy zapis dla ukladu réwnan z m argumentami moze zostaé
przedstawiony w formie macierzowej:

y 1 x X' ... x| a &o
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1 x, xf ... x}||a &
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co W uproszczeniu po przeksztalceniu pozwala estymowac wartosci elementow
wektora a [10]:

—

a=(XTX)" . XTy. 3)

Powyzszy model moze jedynie stuzy¢ celom projektowym i pogladowym.
Konieczny jest jednak podzial tukéw na fragmenty dostatecznie mate, by
aproksymacja skutkowata przyblizeniami, mieszczacymi si¢ w zaktadanej tole-
rancji bledow. Majac na uwadze jak najwigksza automatyzacje uzyskiwania
wynikow, postuzono si¢ interpolacja wielomianem sklejanym. Glownym zato-
zeniem wykorzystania funkcji sklejanych jest okreslenie ich zachowania
w weztach. Dla zastosowan kolejowych bedzie to oznacza¢ zachowanie ciaglosci
krzywizny tuku wyznaczanej funkcji W(x) w rozpatrywanym przedziale. Dla
jednoznacznego okreslenia krzywej nalezy wigc przyja¢ rownos$¢ warto$ci
wielomianéw sktadowych i ich dwoéch pierwszych pochodnych w punktach
laczacych oraz warunek brzegowy zerowania drugiej pochodnej na koncach
przedziatu:

() = () =0 “)
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Tym samym mozliwa staje si¢ definicja wielomiandéw czastkowych w kolejnych
przedziatach {[x,, X, }[xn, X2m |- [Xoom, Xu |} 2

SxX)=a1+(x—x;)-Fi +(x—x)2-y; +(x—x;)3 -0, ®))
gdzie:

A= 2-M+M,

+ .
I G hin, 6,7)

Ml' ' ]
a=y="5" f=5x)=2

5 =50 M =M oy dla i=0d,..m (8.9)
6 6'hi+1

h,=x, —x dai=0]1,..m-1. (10)

i+

Momenty funkcji M obliczane sa z zaleznosci:

2M0+20‘M1=d0 (11)
Hn 'Mn—l +2Mn :dn ’
gdzie pomocnicze zmienne okreslone sa nastgpujaco:
by h
L = i 12
A hi+ Ry’ Hi hi+hiy’ (12)
(Y EYi ViTVia | 6
d ( My h; j hi + Ry’ (13)
co pozwala sprowadzi¢ uktad rownan do zapisu macierzowego:
(2 A% O ... ... 0 M| [d]
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Przy zachowaniu mozliwie najnizszego, trzeciego, stopnia wielomianu prob-
lem sprowadza si¢ do interpolacji kubicznej, ktora umozliwita uzyskanie ponizej
prezentowanego (rys. 4) obrazu tuku (miasto Zukowo).
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Rys. 4. Odwzorowanie w uktadzie lokalnym odcinka eksperymentalnego tuku
w skali skazonej [10]

Fig. 4. Projection of the experimental curve in the local coordinate system
in exaggerated scale [10]

3. OCENA DOKLADNOSCI

Analiza lokalnej doktadno$ci interpolacji, w przeciwienstwie do metod
aproksymacyjnych, nie jest mozliwa przez wyznaczenie odlegltosci migdzy
wspotrzednymi pomierzonymi i estymowanymi. W przypadku przyjecia weztow
funkcji we wszystkich punktach danych zrodtowych réznica ta bgdzie rowna zeru,
dla kazdej porownywanej pary wspotrzednych pozycji.

Geometryczng interpretacje, na przyktadzie pojedynczego punktu znajduja-
cego si¢ miedzy weztami krzywej interpolowanej (oznaczonej kolorem brazowym)
a stanem rzeczywistym (oznaczonym kolorem czarnym), szukanej wielko$ci
przedstawiono na rysunku 5.

Rys. 5. Metoda szacowania lokalnego odchylenia krzywej kubicznej
Fig. 5. Method for evaluating local deviation of cubic curve
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Biorac pod uwage powyzsze stwierdzenia, mozliwe jest jedynie uzyskanie
przyblizenia wspomnianej wartosci. W tym celu poréwnano $rednie odchylenie
wspotrzednych uzyskanych z interpolacji w weztach w co 2., 4., 8. i co 12. punkcie
wzgledem wspotrzednych pominigtych punktow. Btad interpolacji, opartej na
calym zbiorze danych, uzyskano, ekstrapolujac przyrost tak zdefiniowanego
odchylenia wraz ze zmniejszaniem liczby wegziow funkcja liniowa (4,0 mm) oraz
wielomianem 2. stopnia (2,2 mm).

Wartosci uzyskane w ten sposob przedstawiono na rysunku 6.
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Rys. 6. Btad interpolacji w funkgiji liczby punktéw dzielacych odcinki pomiedzy weztami

oraz przebieg krzywych aproksymujacych tuk za pomoca funkc;ji liniowej
i wielomianu 2. stopnia

Fig. 6. Interpolation error as a function of the number of points separating sections between
nodes and track approximating curves using linear and 2nd degree polynomial

W ponizszej tabeli zaprezentowano koncowe wyniki statystycznej analizy
doktadnosci danych pomiarowych oraz interpolowanych dla odcinka testowego
o dtugoéci 635 m w miescie Zukowo (tab. 1).

Tabela 1. Wyniki analizy doktadnosci interpolacji tuku testowego
Table 1. Results of experimental curve’s interpolation error analysis

. Blad sredni Mediana bledow Odchylenie standardowe
Rodzaj danych o . X s . s
pozycji srednich pozycji bledoéw pozycji
Dane pomiarowe 2,72 cm 1,13 cm 2,45 cm
Dane interpolowane 3,25cm 1,40 cm 3,02cm
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W tabeli 2 zestawiono charakterystyki doktadnos$ci pomiaréw zrealizowanych
na tuku testowym w poréwnaniu do analogicznych wartosci obliczonych dla
cato$ci pomiarow (przejazdu catej inwentaryzowanej trasy).

Tabela 2. Poréwnanie wybranych danych statystycznych dla tuku
oraz catej kampanii pomiarowe;j

Table 2. Comparison of selected statistical data for the arc
and the whole measurement campaign

Parametr tuk Calos¢ przejazdu

Liczba obserwaciji 1106 22 340

Btad $redni pozyc;ji 0,0303 m 0,0285 m
Mediana btedéw $rednich pozycji 0,0294 m 0,0266 m
Dlugos$¢ odcinka 933,76 m 26 588,19 m
Czas przejazdu 187 s 5938 s
Rozdzielczos$¢ przestrzenna 1,185 1/m 0,840 1/m
Rozdzielczo$¢ czasowa 591 Hz 3,76 Hz
Predkos¢ srednia 17,98 km/h 16,11 km/h

Zgodnie z przedstawionymi w tabeli 2 wynikami danych poréwnawczych
mozna stwierdzié, ze rezultaty odnoszace si¢ do odcinka eksperymentalnego sa
zblizone do wynikow calej kampanii pomiarowej. Wykazano w ten sposob, ze
doktadno$¢ geodezyjnej inwentaryzacji realizowanej w torze kolejowym nie jest
zalezna od jego ksztaltu. Ponadto potwierdzono, ze wykorzystanie aktywnej sieci
geodezyjnej GNSS do tego typu realizacji zapewnia stato$¢ btedow wyznaczen.

WNIOSKI

Wyniki przedstawionych analiz dowodza uzyteczno$ci wykorzystania geode-
zyjnych pomiarow czasu rzeczywistego GNSS do celéw inwentaryzacji tras
kolejowych. Mimo uzyskiwania doktadnosci pomiaréw niewystarczajacych do
aplikacji diagnostycznych na uwage zastuguje wniosek, dotyczacy zaggszczenia
obserwacji, skutkujacy precyzyjniejszym oddaniem ksztattu przestrzennego torow.
Aktualnie dostepne na rynku geodezyjne odbiorniki GNSS umozliwiaja okreslanie
potozenia z czgstotliwoscia 20 Hz, stad kolejne badania bgda realizowane z ta
wlasnie czgstotliwoscia.

Mozliwe usprawnienia technik pomiaréw obejmujq m.in. ustalenie procedur
planowania kampanii z uwzglednieniem wptywu przeston terenowych, dotaczenie
nadmiarowych pomiarow inercjalnych czy tez uzycie metod aproksymacji
z uwzglednieniem wag pomiarow. Pozytywna perspektywa dla przedstawionych
zastosowan jest réwniez wykorzystanie pomiar6w pochodzacych z konstelacji
satelitarnego systemu Glonass, gdy tylko mozliwe bedzie uzyskanie korekt
pseudoodlegtosciowych dla tego systemu na wickszym obszarze kraju.
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RAILWAY ROUTE COURSE APPROXIMATION ON EXAMPLE
OF CURVILINEAR SECTION BETWEEN STATIONS:
SOMONINO - GDANSK OSOWA

Summary

The article presents results of defining railway route course position using methods of polynomial
approximation and cubic spline interpolation based on real time GPS measurements supported by
active geodetic network ASG-EUPOS. Mathematical basis of the received solution are presented as
well. Theoretical considerations were backed by an example of their application in order to illustrate
railway route course present on 06.11.2010. Moreover, the article covers an issue of the output
data’s spatial resolution and its effect on accuracy of linear models defined on its basis.

Keywords: railroad, railway route, GNSS, GPS, ASG-EUPOS, polynomial approximation, cubic
spline interpolation.



