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PRZYBLIZENIE WZOREM TABLIC CIEPEA WEASCIWEGO
POWIETRZA SUCHEGO

W artykule przedstawiono metody wylonienia modeli aproksymujqcych dwuwymiarowe tablice termo-
dynamiczne Lemmona dla ciepta wlasciwego powietrza w zakresie temperatur 300-2000 K i cisnien
0,101325-20 MPa. Generalnie w tym celu wykorzystano metode najmniejszych kwadratow oraz
minimalizacje maksymalnych odchylen. Rozpatrywane modele sq liniowymi kombinacjami funkcji
bazowych. Rozpatrzono dwuwymiarowe wielomiany peine i niepetne wyzszych stopni oraz
kombinacje dowolnych funkcji bazowych. Przeanalizowano takze model bazujqcy na aproksymacji
warstwicowej dla p=idem i T=idem. Pozwolilo to wylonié¢ funkcje bazowe odpowiednie do charakteru
aproksymowanych danych. Opracowane wzory umozliwiajq obliczanie wartosci ciepla wlasciwego
przy stalym cisnieniu i stalej objetosci w podanych wyzej przedzialach cisnien i temperatur z bledami
nie wiekszymi od 0,083% wartosci tablicowej.

Stowa kluczowe: przyblizenie tablic wzorami, cieplo wiasciwe powietrza suchego.

WSTEP

Zapis tablic parametréw termodynamicznych za pomoca wzordw ulatwia
obliczenia proces6w sprezania i spalania, a w tym charakterystyk wydzielania
ciepta. Zapis danych w formie wzoru moze szczegdlnie utatwi¢ operacje rdoz-
niczkowania i calkowania w porownaniu z bezposrednim wykorzystaniem w tym
celu tablic liczbowych.

Problem poszukiwania modelu przyblizajacego tablice parametréw termo-
dynamicznych rozpatrzono na przyktadzie aproksymacji fragmentu tablicy ciepta
wlasciwego przy stalym cis$nieniu ¢, dla powietrza suchego [1]. W artykule
ograniczono si¢ do zakresu przedziatu temperatur 7= 300-2000 K oraz zakresu
cisnien p =0,101325-20 MPa, kierujac si¢ potrzebami obliczeniowymi procesu
sprezania w okretowych silnikach ttokowych.

Dane wyjsciowe, zawarte w tabeli (Zatacznik) maja zasadniczo charakter
obliczeniowy [1], gdzie w modelu obliczeniowym uwzgledniono pewne dane
eksperymentalne, zawierajace btedy pomiarowe o charakterze losowym. Nalezy
oczekiwaé, ze gtownymi bledami danych s bledy modelu fizycznego. Autorzy
tablic szacuja maksymalne bledy wyznaczenia wartosci ciepla wlasciwego
powietrza na 1% [1]. Wartosci tablicowe ciepta wlasciwego zostaly zaokraglone do
dwéch miejsc po przecinku, wiec maksymalna warto§¢ bezwzgledna bledu
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zaokraglenia wynosi 0,005 J/mol-K. Poniewaz najmniejsza warto$¢ c, wynosi
29,15 J/mol'K [1], to maksymalny bezwzgledny blad procentowy prezentacji
danych mozna oszacowac na 0,017%.

Przyjeto, Zze aproksymacja ciepta wlasciwego z bledami bezwzglednymi
oc, < 0,1% wartosci tablicowych bedzie wystarczajaco doktadna.

1. APROKSYMACJA WIELOMIANAMI | INNYMI
FUNKCJAMI ELEMENTARNYMI

Jezeli model fizyczny nie jest znany, do przyblizenia zbioréw danych metoda
najmniejszych kwadratow wykorzystuje si¢ funkcje, stanowiace kombinacje
liniowe (sumy) iloczynow wspolczynnikow (stalych) a; i funkcji bazowych f.

Funkcja aproksymujaca ma postac:

Cok = Dkzo Aifi- (1

Problem obliczeniowy sprowadza si¢ do wyznaczenia wartosci wspotczynni-
kéw a; z uktadu réwnan liniowych o wymiarze k& + 1, kierujac sie kryterium
najmniejszych kwadratow.

Bazujac na doswiadczeniu w zakresie aproksymacji Sredniokwadratowej
roznych wielko$ci oraz graficznym obrazie tablicy, przyjeto wstepnie k=15
(16 funkcji bazowych) jako wystarczajace dla zapewnienia zatozonej doktadnosci
aproksymacji.

Zaktadajac, ze model fizyczny nie jest znany, rozpatrzono aproksymacje
roznymi funkcjami elementarnymi. W pierwszej kolejnosci rozpatrzono aproksy-
macje pelnym wielomianem potegowym:

Cpak = Li—o Aifai- )

Kolejne funkcje bazowe wielomianu (2) przytoczono w tabeli 1.

Ostatnia w zbiorze funkcjg bazowa funkcji cpgqs jest jednomian pigtego
stopnia fg15 = pT* (tab. 1). Maksymalna warto$¢ bezwzgledna odchylenia pro-
centowego dla funkcji fu15, wynoszaca 8¢pq15 = 2,4%, jest znaczna w porow-
naniu z dokonanym wyzej zatozeniem 6c¢, < 0,1%.

W kolejnym kroku aproksymacj¢ wykonano funkcja wielomianowa

Copk = im0 bifpi 3)

wiaczajac do modelu funkcje bazowe ze zbioru jednomianéw pelnego wielomianu
12. stopnia. Przy wilaczaniu funkcji bazowych kierowano sie najwigkszym wkta-
dem w zmniejszenie sumy kwadratow odchylen oraz zmniejszaniem si¢ bez-
wzglednej wartosci bledu aproksymacji §cppy (tab. 1). Maksymalne wartosci poteg
dla parametrow p i t przyjeto réwne 6. Uzyskano ponad dwukrotnie mniejsze
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maksymalne odchylenie 8¢pp15 = 1,1% niz w przypadku funkcji ¢pq15. Wartos¢ ta
jest nadal bardzo duza w poréwnaniu z zatozonym bigdem maksymalnym
aproksymacji danych tablicowych.

Kolejng funkcje aproksymujaca

for = 2 ocifei (4)

utworzono, wiaczajac do zbioru funkcji bazowych funkcje bazowe ze wzoru (5),
kierujac sie najwickszym wktadem w zmniejszenie sumy kwadratow

{ p"{n =05 -3+3} T"{n=0,5; -6 +6}; p"T™ } 5)
fn=1+3m=1+6}In"T{n = 1+5}; In"p{n = 1; 2}

odchylen oraz osiaganiem zafozonej wartosci bfgdu bezwzglednego ¢, < 0,1%.

Spetnienie zatozenia osiagnigto juz w przypadku aproksymacji funkcja c,cq0
(tab. 1). Dla 16-elementowej funkcji c¢pcq5 warto$¢ bledu jest szczegdlnie mata
1 wynosi §¢per5 = 0,034%.

Tabela 1. Maksymalne btedy bezwzgledne &c, aproksymagii tabeli ¢, funkcjami (2), (3), (4)
Table 1. Maximum absolute errors &c,, of c,, table approximation using functions (2), (3), (4)

~
==

fui Scpak' % fbi 8Cpbkv % fci 5cpckr %
- 1 — 1 -

0

1 D 12 T 18 T 18
2 | T 13 " 13 pT2 | 26
3 pT 8,9 pT 8,9 n3T 1,9
4 p? 9,0 pT? 6,7 p3T1t 0,88
5 T? 9,1 pT3 4,0 In*T 0,91
6 | prz 6.5 T? 42 T+ 0,72
7 | poT 67 pT* 31 | pr ¢ | 077
8 | p° 57 TS 23 | prs | 0,31
9 T3 59 pT® 2,0 T-¢ 0,19
10 | p212 | 59 p? 16 | p°T5 | 0,098
11 pT3 42 piT 1,3 pT—? 0,078
12 | p°T 42 | por? 1,2 T | 0,10
13 | p 42 pt 12 71 | 0,062
14 T* 3,5 T® 1.1 pT~® 0,042
15 pT* 2,4 p*T 1,1 p3T—3 0,034

Przyblizenie cpc10 1 kolejne moga by¢ wystarczajace do niektorych celéw obli-
czeniowych. Watpliwosci moze budzi¢ struktura tych modeli. Moga one by¢ nie-
adekwatne w sensie fizycznym pomimo adekwatnosci statystycznej. Nieadekwatnosé
fizyczna modelu w zagadnieniach obliczeniowych moze przejawic¢ si¢ np. przy
probach generowania pochodnych funkcji c,. W przypadku catkowania znacznie
wzrosnie ztozono$¢ wzorow ze wzgledu na wystepujace potegi logarytmow.
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2. APROKSYMACJA OPARTA NA ANALIZIE WARSTWIC

2.1. Analiza i aproksymacja warstwic tabeli c,

Tabela ¢, (Zalacznik) jest tabela dwuwymiarowa. Analizujac ja warstwicowo,
mozna wyrdzni¢ przebiegi cpr dla T = const i ¢y, dla p = const (rys. 1).
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37 37 —
36

Sl = R ==
34 b = = — /

U _ i
33 33 - o o> > = - - - =

o.nng"a<oo.noo;o_

32 \ beoooooes - _7..’...-
31 \\ ./4.// 31 {.'_._'.-‘-.To'°
30 ~ - beo (R —1
0¥ 29 . . . .
300 800 1300 1800 0 5 10 15 20
T K] p [MPa]
p [MPa] TK]
0] == =0,2===0,5 300 == =360 = = =450
e0ceee] 000000) = = =f§ eeeeeehb50) 000000800 ====- 1000
— =10 20 = = =1300 =— — 1600 2000

Rys. 1. Warstwice ¢, : ¢,p — dla p = const, c,7—dla T = const
Fig. 1. Contours ¢, : ¢pp — for p = const, c,t— for T = const

Juz wizualna analiza warstwic c,r (rys. 1) pozwala domniemac, ze do ich
aproksymacji celowe jest zastosowanie wielomianéw potggowych. Widoczne jest,
ze warstwica Cp3oo najbardziej odchyla si¢ od prostej. Kierujac si¢ zmniejszaniem
si¢ sum kwadratow odchylen Scy300, (tab. 2), przyjeto wielomian 3. stopnia jako
wystarczajaco dobrze aproksymujacy warstwice Cpr.

Tabela 2. Zmniejszanie sig¢ sum kwadratow odchylen Scp3¢¢, dla aproksymacji
warstwicy cp390 Wielomianami ¢, = >k Cri P

Table 2. Decrease of the sum of squared deviations Scp3g for cy300 approximation
using polynomials cprx = Yk Cy; P

ki 0 1 2 3 4

Scys00 | 551 0,33 | 0,0105 | 0,000056 | 0,000055
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W przypadku niektorych warstwic ¢,y zwigkszanie stopnia wielomianu
powyzej 3 powoduje znaczacy spadek sumy kwadratéw w kolejnym kroku, lecz
odchylenie standardowe wzrasta ze wzgledu na malejaca liczbg stopni swobody.
Kazdy zbior {CPT} liczy tylko 8 punktéw i stosowanie wielomianéw z k > 3
powoduje aproksymacje zaktocen.

W wyniku aproksymacji przebiegéw c,r otrzymano cztery zbiory wartosci
wspotczynnikow {aj}, {bj}, {Cj}, {dj}, j =1-31, bedacych funkcjami zmiennej
t = T /100, wprowadzonej dla wygody obliczeniowe;j.

Jezeli aproksymowaé powyzsze zbiory funkcjami f,(t), fp (t), fo(t), fa(t),
wzOr przyblizajacy tablicg ¢, przyjmie postac:

Cpw = fa+ 0/ +p2fc+p3fd- (6)

2.2. Wyznaczenie funkgji f, i f},

Analizujac modele termodynamiczne dla gazow, nalezy zauwazy¢, ze
rownanie stanu dla gazu rzeczywistego tworzy si¢, wprowadzajac do réwnania
gazu doskonalego poprawki wirialne. Kierujac si¢ powyzszym, mozna
przewidywac, ze wzor przyblizajacy moze zawiera¢ funkcje bazowe, np. postaci
fi=t"% i=0+kmn=—k~+0. Sugerowaly to juz postaci funkcji bazowych
wiaczone do modelu w procesie tworzenia funkeji aproksymujacej cp¢q5 (tab. 1).

Jak wynika z obserwowanego zmniejszania si¢ sumy kwadratéw odchylen
Sa,, odpowiednia funkcja aproksymujaca zbidr {aj} moze by¢ funkeja foq lub fo
(tab. 3).

Tabela 3. Zmniejszanie sie sum kwadratéw odchylen Sa, dla aproksymacji zbioru

wspotczynnikow {a;} funkcjami £, = Yi_g ay,; t™

Table 3. Decrease of the sum of squared deviations Say for the set of coefficients {a;}
approximation using functions Y¥_, a..; t™

ki 0 1 2 3 4 5

n 0 -1 2 -3 -4 5
Sa, | 150 26,7 1,16 0,041 0,024 0,0017
ki 6 7 8 9 10 11

n 6 7 -8 -9 -10 11
Sa, | 0,00043 | 0,00032 | 0,00013 | 0,000069 | 0,000055 | 0,000058

W przypadku zbioru {bj} najlepsze przyblizenie daje funkcja fp3 (tab. 4).
Na rysunku 2 za pomoca famanych zobrazowano uzyskane wyniki aproksymacji.
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Tabela 4. Zmniejszanie sig sum kwadratow odchylen Sb, dla aproksymacji zbioru
wspotczynnikow {b;} funkcjami fi, = Xk_g by,; t™, np = 0
Table 4. Decrease of the sum of squared deviations Sby, for the set of coefficients {b; }
approximation using functions fy,, = Y& o byi t™, ng = 0

k,i 1 2 3 4
n; -1 -2 -3 -4
Sbhy, 0,033 0,00018 0,000067 0,000066
37 0,50
36 /' 0,45 -
0,40 -
35
0,35
34 1 0,30 -
33 1 0,25 -
32 4 0,20 -
31 0,15 -
0,10 -
30 1 0,05 -
29 T T T 0,00 —
0 500 1000 1500 2000 0 500 1000 1500 2000
T[K] .
I Jao b; i T[K]

Rys. 2. Porownanie przebiegdw wspotczynnikow a; i b; i ich aproksymacii f,q i fi3

Fig. 2. A comparison of graphs of coefficients a; and b; and their approximations faq and fy3

2.3. Wyznaczenie funkcji f (1)

W przypadku wspotczynnikow {Cj} wystarczajace przyblizenie daje funkcja
fea lub f5 (tab. 5).

Tabela 5. Zmniejszanie si¢ sum kwadratéw odchylen Sc,, dla aproksymaciji zbioru

wspotczynnikow {c;} funkcjami f o = Thg € t%, g =0, ny = -1

Table 5. Decrease of the sum of squared deviations Scy, for the set of coefficients {c;}
approximation using functions . = YX , Cpit", ng =0, n; = -1

k,i 2 3 4 5 6 7
n; -2 -3 -4 -5 -6 7
Sc. | 11E-05 | 20E-06 | 15E-06 | 14E-06 | 12E06 | 12E-06

Analiza zobrazowania wynikdw aproksymacji (rys. 3) potwierdza, ze wlas-
ciwg funkcjq aproksymujaca jest funkcja f4 Iub f_s.
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Rys. 3. Porownanie przebiegu wspotczynnikéw c; i ich wybranych aproksymadii fe,, fcs, fee
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Fig. 3. A comparison of graphs of coefficients c; and their selected approximations fc4, fcs, fce

2.4. Wyznaczenie funkcji f(t)

W przypadku zbioru {dj} wystarczajace przyblizenie daje funkcja f ;. (tab. 6),
co pokazuje poréwnanie przebiegow funkcji na rysunku 4.

Tabela 6. Zmniejszanie sie sum kwadratéw odchylen Sd; dla aproksymacji zbioru

wspotczynnikow {d;} funkcjami fyy = iy djit™, ng=0,ny = —1

Table 6. Decrease of the sum of squared deviations Sd,, for the set of coefficients

{d;} approximation using functions f g = Yig di;i t™ , ng =0,ny = —1
k,i 2 3 4 5 6
n 2 -3 -4 5 6
Sdy 1,8E-08 2,7E-09 1,9E-0,9 1,6E-0,9 1,5E-09
2,06-05 5,06-05
1,5E-05 1,5E-18 - 4
10605 -5,0E-05 -
5,0E-06 -1,0E-04 +
6,0E-19 -1,56-08 -
5,06-06 2,004 -
-1,06-05 -2,56-04 -
-1,5E-05 -3,0E-04 +
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Rys. 4. Poréwnanie przebiegow wspotczynnikéw d; i ich wybranych aproksymacji f , = f .

Fig. 4. A comparison of graphs of coefficients d; and their selected approximations f ,,— f ..
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2.5. Ocena przyblizenia na podstawie aproksymacji warstwicowe;j

W wyniku dokonanych aproksymacji warstwicowych wzor (6) przyjmie
postac:
Cow1 = far0 + Pfos + P2 fes + 0> fas. (7

Maksymalny bezwzgledny blad procentowy przyblizenia (7) wynosi &cpyq =
= 0,024%, lecz wzor ten zawiera az 29 wyznaczanych wspotczynnikow.

Kierujac si¢ dostatecznym spetnieniem zatozenia 6&c, < 0,1%, mozna
w pewnym stopniu zredukowac liczbg wspodtczynnikéw do modelu (8):

Cowz = fas + Pfpz + P2 fes + P fus. 3

Maksymalny btad przyblizenia (8) wynosi §¢pyq = 0,058%, a liczba wyzna-
czanych wspdlczynnikow 21.

2.6. Aproksymacja bezposrednia

Nalezy wykorzysta¢ informacj¢ o postaci funkcji bazowych w modelach
warstwicowych (punkty 2.1-2.3) do aproksymacji bezposredniej modelem (1),
metoda wilaczania lub eliminacji funkcji bazowych, kierujac si¢ kryterium
najwigkszego wktadu w zmniejszanie si¢ sumy kwadratow odchylen w kolejnych
krokach aproksymacji oraz spelnieniem warunku dopuszczalnego btedu maksy-
malnego aproksymacji.

Ponizej przytoczono uzyskane modele aproksymujace tablicg ¢, z bledami
mniejszymi od 0,1% wartosci tablicowych tych wielkosci w zakresie temperatur
300-2000 K 1 w zakresie cisnien 0,101325-20 MPa.

cp3 = 39,541 — 56,76t * —358,2t7% 4+ 3752,35¢t73 — 10968,1 t* +
+10865,7t > + p(—0848t~1 + 3,346t 2 + 5,6 t™* + 14,7t7>) +

—0,0053 p3t ™% +0,081% .
)

Wykorzystujac analogiczne funkcje bazowe dla aproksymacji ciepta wiasci-
wego przy stalej objetosci w przyjetych zakresach cisnien i temperatur, otrzymano
WZzOr:

c, = 31,2271 — 56,86 t ' — 355,041t 72 + 3719,3 ¢t ™3 — 10845,8 t~* +
+10717,9 7> + p(0,0436 t = + 0,371t "2+ 11t7%) — 0,013p% t 3 +
—0,00037p* t© +0,084% . (10)
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PODSUMOWANIE

Aproksymacja dwuwymiarowej tabeli ¢, l6-elementowym wielomianem
petlnym (2) oraz wielomianami niepetnymi (3) nie spetnita postawionych wymagan
doktadnosciowych.

W przypadku modelu (4) uzyskano dobre przyblizenie, lecz watpliwosci budzi
struktura modelu, tym bardziej, ze zastosowanie tego modelu do aproksymacji
ciepla wlasciwego przy statej objgtosci ¢, nie daje zadowalajacych wynikow.

Modele (7) i (8), bazujace na aproksymacji warstwicowej, pozwolity uzyskaé
wysoka doktadno$¢ przyblizenia, lecz zawieraja znaczna liczbe wspdtczynnikow.
Modele te nie minimalizuja sumy kwadratéw odchylen dla kombinacji liniowej
wszystkich funkcji bazowych w nim zawartych. Mozna pokazaé, ze aproksymacje
zbiorow wspolczynnikdw z uzyciem innych funkcji bazowych moga prowadzi¢ do
znacznych btedéw aproksymacji.

Jednakze aproksymacja warstwicowa umozliwita ujawnienie postaci funkcji
bazowych dobrze aproksymujacych zbiory danych. Aproksymacja bezposrednia
(1) z zastosowaniem wytonionych funkcji bazowych umozliwita uzyskanie apro-
ksymacji (9) i (10), spetniajacych przyjete zalozenia co do doktadnosci aproksy-
macji przy wzglednie matej liczbie wspolczynnikow.

Metoda analizy warstwicowej tabeli dwuwymiarowej moze mie¢ zastoso-
wanie takze w procesie budowania modelow aproksymacji tablic innych wielkosci
termodynamicznych.
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Zalagcznik. Tabela aproksymowanego zakresu wartosci cp[ K} [1
Annex. The table of approximated range of values of ¢, [— } [1]
TIK] p[MPa]
0,101325 0,2 0,5 1 2 5 10 20

300 29,15 29,20 29,33 29,56 30,03 31,42 33,66 36,97
310 29,16 29,20 29,33 29,54 29,97 31,24 33,28 36,34
320 29,18 29,21 29,33 29,53 29,92 31,09 32,95 35,79
330 29,19 29,23 29,34 29,52 29,88 30,96 32,67 35,30
340 29,21 29,24 29,35 29,52 29,85 30,85 32,42 34,87
350 29,23 29,26 29,36 29,52 29,83 30,76 32,21 34,50
360 29,26 29,29 29,37 29,52 29,82 30,68 32,03 34,17
370 29,28 29,31 29,39 29,53 29,81 30,61 31,87 33,87
380 29,31 29,34 29,41 29,54 29,80 30,56 31,73 33,61
390 29,34 29,37 29,44 29,56 29,80 30,51 31,61 33,38
400 29,38 29,40 29,47 29,58 29,81 30,47 31,50 33,18
450 29,58 29,59 29,65 29,73 29,91 30,41 31,18 32,46
500 29,83 29,84 29,89 29,95 30,09 30,48 31,08 32,09
550 30,13 30,14 30,17 30,22 30,33 30,64 31,12 31,95
600 30,45 30,46 30,48 30,53 30,62 30,87 31,27 31,95
650 30,79 30,80 30,82 30,86 30,93 31,14 31,47 32,04
700 31,14 31,14 31,16 31,19 31,26 31,43 31,71 32,20
750 31,48 31,49 31,51 31,53 31,58 31,74 31,97 32,39
800 31,82 31,83 31,84 31,87 31,91 32,04 32,24 32,61
900 32,47 32,47 32,48 32,5 32,53 32,63 32,79 33,07
1000 33,05 33,05 33,06 33,07 33,1 33,18 33,3 33,52
1100 33,57 33,57 33,57 33,58 33,61 33,67 33,76 33,94
1200 34,02 34,02 34,03 34,03 34,05 34,1 34,18 34,32
1300 34,42 34,42 34,42 34,43 34,44 34,48 34,55 34,67
1400 34,77 34,77 34,77 34,77 34,79 34,82 34,88 34,97
1500 35,08 35,08 35,08 35,09 35,1 35,12 35,17 35,25
1600 35,35 35,35 35,36 35,36 35,37 35,39 35,43 35,5
1700 35,6 35,6 35,6 35,61 35,61 35,63 35,66 35,72
1800 35,82 35,82 35,83 35,83 35,83 35,85 35,88 35,93
1900 36,03 36,03 36,03 36,03 36,04 36,05 36,07 36,12
2000 36,21 36,21 36,21 36,22 36,22 36,23 36,25 36,29
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APPROXIMATION OF TABLES OF DRY AIR SPECIFIC HEAT
USING FORMULA

Summary

The paper presents a methods of approximation models identification of two-dimensional Lemmon
thermodynamic tables of specific heat of the air in the temperature range 300 to 2000 K and
pressures 0.101325 to 20 MPa. The method of least squares and minimization of the maximum
deviations was used for this purpose. Considered models are linear combinations of basic functions.
There are considered two-dimensional polynomials complete and incomplete higher degrees and
combinations of any of basic functions. Also there is analyzed a model based on the approximation of
the contour lines for p = idem and T = idem. This allowed to emerge basis functions corresponding to
the nature of the approximated data. The elaborated formulas allow calculation of the specific heat at
constant pressure and at constant volume value in the above ranges of pressures and temperatures
with errors of no more than 0.083% of the table values.

Keywords: specific heat of dry air, table approximation by formula.



