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MODELOWANIE  DYNAMIKI  CHAOTYCZNEJ  
W  ŚRODOWISKU  MATLAB-SIMULINK 

Systemy dynamiczne opisane nieliniowymi równaniami różniczkowymi stanowią efektywny model 
wielu zjawisk fizycznych. Bardzo interesującą klasę tych systemów tworzą układy generujące determini-
styczne drgania chaotyczne. W tym artykule przedstawiono opracowane w środowisku Matlab-Simulink 
modele wybranych układów chaotycznych. Zaprezentowano także wyniki symulacji uzyskane dla różnych 
wartości parametrów kontrolnych. Otrzymane rezultaty potwierdzają skuteczność środowiska Matlab 
w modelowaniu układów chaotycznych. 

WPROWADZENIE 

 Wiele rzeczywistych zjawisk z otaczającego świata można z powodzeniem 
modelować narzędziami matematycznymi służącymi do opisu systemów dyna-
micznych. System dynamiczny definiuje się najczęściej jako zapis matematyczny 
rzeczywistego zjawiska lub procesu, którego ewolucja czasowa jest wyznaczona 
jednoznacznie przez jego stan początkowy. Jest więc to pewna deterministyczna 
formuła matematyczna uwzględniająca te zjawiska, które mają istotny wpływ na 
zachowanie fizycznego układu. Poprawnie sformułowana powinna oddawać jego 
dynamikę, uwzględniać nagromadzoną energię oraz występujące wymuszenia. 
Ponieważ ewolucję stanu układu określa się w funkcji czasu, rozróżnia się dwa 
typy układów dynamicznych: układy, w których czas jest zmienną dyskretną, oraz 
układy, w których czas jest zmienną ciągłą.  
 W artykule omówiono systemy czasu ciągłego, a w szczególności nieliniowe 
systemy dynamiczne, w których występują deterministyczne drgania chaotyczne. 
Chaos deterministyczny jest niezmiernie interesującym zjawiskiem, które można 
zdefiniować jako nieuporządkowane zachowanie występujące w systemie determi-
nistycznym przypominające do złudzenia proces przypadkowy, mimo że jest ono 
opisane równaniami o charakterze deterministycznym, a nie probabilistycznym. 
Naturalną implikacją takiego zachowania jest duża wrażliwość układu chaotyczne-
go na warunki początkowe, a co za tym idzie – niemożliwy do przewidzenia staje 
się stan układu w dłuższej perspektywie czasowej [7]. W dalszej części pracy 
przedstawiono zarys modelowania chaotycznych systemów dynamicznych w śro-
dowisku programistycznym Matlab-Simulik, opracowane modele wybranych ukła-
dów chaotycznych oraz wyniki numerycznej symulacji ich działania. 
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1. MODELOWANIE SYSTEMÓW DYNAMICZNYCH  
W ŚRODOWISKU MATLAB-SIMULINK 

 Przedmiotem badań są układy dynamiczne czasu ciągłego, czyli podtyp ukła-
dów dynamicznych, w których czas jest zmienną ciągłą. Można zatem nieustannie 
obserwować ewolucję układu, a jego stan może być znany w każdym dowolnym 
momencie. Do matematycznego opisu tego typu układów dynamicznych zwykle 
używa się zbioru równań różniczkowych zwyczajnych pierwszego rzędu  
o normalnej postaci: 
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gdzie:  
xi – i-ta  zmienna stanu  i = 1… n,  

i
i

dx
x

dt
=  – pochodna czasowa  i-tej  zmiennej stanu, 

uk – k-ta współrzędna wektora wymuszeń  k = 1… m. 

Dla jednoznacznego opisu systemu dynamicznego układ równań różniczko-
wych (1) należy uzupełnić o wektor warunków początkowych xi(0) = xoi, i = 1…n. 

Alternatywną formą opisu systemu dynamicznego jest opis za pomocą równa-
nia różniczkowego n-tego rzędu: 
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 Warunki początkowe są w takim przypadku określone poprzez podanie warto-
ści zmiennej stanu x(0) = xoi oraz jej pochodnych do rzędu n – 1 dla czasu t = 0. 
Korzystając z odpowiedniego twierdzenia, można system dynamiczny opisany 
równaniem różniczkowym n-tego rzędu (2) zastąpić układem n równań pierwszego 
rzędu (1) poprzez wprowadzenie nowych zmiennych stanu [1]. W niektórych przy-
padkach taka reprezentacja systemu dynamicznego jest wygodniejsza do nume-
rycznej analizy. 
 Metodyka postępowania przy analizie systemów dynamicznych w środowisku 
Matlab-Simulink polega zatem na opisaniu systemu dynamicznego za pomocą 
układu równań różniczkowych zwyczajnych, a następnie na konstrukcji schematu 
blokowego reprezentującego ten układ w środowisku Simulinka. Simulink stanowi 
integralną część Matlaba wykorzystującą złożone metody numeryczne do rozwią-
zywania układów równań różniczkowych zapisanych w formie przejrzystych dia-
gramów graficznych. W środowisku dostępne są różne algorytmy numerycznego 
całkowania, począwszy od tych najprostszych, np. Eulera, a skończywszy na za-
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awansowanych algorytmach NDF (Numerical Differentiation Formula), pozwala-
jących rozwiązywać zagadnienia źle uwarunkowane, tzw. układy sztywne.  
Modelowanie układów chaotycznych może czasami nastręczać pewnych proble-
mów, jednak jak wykazano poniżej, matlabowe implementacje algorytmów dosko-
nale sobie radzą z tymi problemami. 

2. WYNIKI MODELOWANIA WYBRANYCH  
UKŁADÓW CHAOTYCZNYCH 

2.1. Układ kanoniczny Chuy 

 W 1984 roku znany amerykański naukowiec chińskiego pochodzenia Leon 
O. Chua opublikował schemat generatora drgań chaotycznych [2]. Jest to prosty 
układ elektryczny zbudowany z podstawowych elementów biernych (C1, C2, L, R) 
oraz aktywnego rezystora G i elementu nieliniowego Gn. Układ ten przedstawiono 
wraz z nieliniową charakterystyką elementu Gn na rysunku 1. Element Gn określa-
ny jest często jako dioda Chuy. 
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Rys. 1. Kanoniczna realizacja obwodu Chuy oraz charakterystyka elementu nieliniowego Gn 

 Schemat przedstawiony na rysunku 1 można opisać autonomicznym układem 
równań różniczkowych trzeciego rzędu: 
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gdzie: 
 f(x) – charakterystyka elementu nieliniowego Gn dana funkcją: 

 ( )( )112
1)( −−+−+= xxGGxGxf bab   (4) 
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 Występujące w układzie (3) zmienne x(t), y(t) i z(t) opisują odpowiednio:  
napięcia na kondensatorach C1 (x(t)→v1) i C2 (y(t)→v2) oraz prąd płynący przez 
cewkę L (z(t)→i3). Kształt funkcji f(x), opisującej charakterystykę prądowo-
-napięciową elementu nieliniowego Gn, jest uzależniony od wartości elementów 
pasywnych R, L, C, stanowiących komponenty obwodu. W zależności od wartości 
tych parametrów, w trakcie symulacji można obserwować różne typy zachowań 
dynamicznych, zarówno punkty stałe, orbity okresowe oraz tzw. dziwne traktory 
będące potwierdzeniem dynamiki chaotycznej obwodu. Dzięki takiej różnorodno-
ści rozwiązań, obwód Chuy jest przykładem użytecznego układu do badania pod-
stawowych właściwości teorii chaosu. Obwód kanoniczny Chuy, opisany równa-
niem stanu (3), zamodelowano w programie Matlab-Simulink, tworząc odpowiedni 
schemat blokowy (rys. 2). 
 

 
Rys. 2. Model obwodu Chuy w programie Matlab-Simulink 

 Przeprowadzone symulacje dla zestawów parametrów: C1 = 1, C2 = -95.68,  
G = 3.733, Ga = -2.000, Gb = -0.8951, L = 0.4448, R = 0.5845 ujawniły dynamikę 
chaotyczną (rys. 3) oraz wystąpienie dziwnego atraktora typu „doble-scroll” 
(rys. 4). Natomiast dla zbioru parametrów: C1 = 1, C2 = 1513, G = -492.4, Ga = 
19.35, Gb = 39.65, L = 0.00128, R = -0.0252 otrzymano stabilny cykl graniczny 
(rys. 5 i 6).  
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Rys. 3. Przebieg czasowy zmiennej x(t) układu Chuy – dynamika chaotyczna 

 

 
Rys. 4. Atraktor typu „double-scroll” układu Chuy 
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Rys. 5. Przebieg czasowy zmiennej x(t) układu Chuy – dynamika okresowa 

 

 
Rys. 6. Atraktor odzwierciedlający dynamikę okresową układu Chuy 
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2.2. Układ Duffinga 

 Układ Duffinga, częściej określany jako oscylator Duffinga, stosowany jest 
przede wszystkim do opisu i modelowania drgań maszyn przemysłowych. Stanowi 
doskonałe odzwierciedlenie ruchu amortyzowanego, czyli tłumionego oscylatora  
z okresowym wymuszeniem i z nieliniową sprężystością [3]. Jest to także przykład 
systemu dynamicznego wykazującego zachowania chaotyczne. Układ Duffinga 
opisuje się nieliniowym równaniem różniczkowym drugiego rzędu: 

 ( )φωγβωδ +=+++ txxxx cos32
0   (5) 

lub alternatywnym układem równań dwóch równań pierwszego rzędu:  
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=
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  (6) 

gdzie: 
u  – przemieszczenie,  
v  – prędkość,  
ω, β, δ, γ, φ – parametry.  

 Na potrzeby modelowania w środowisku Matlab układ (6) uproszczono do 
postaci: 
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gdzie: 
x, y  – zmienne stanu, 
a, b, ω  – parametry kontrolne. 

 Model układu w postaci schematu blokowego przedstawiono na rysunku 7. 

 
 

Rys. 7. Model oscylatora Duffinga w programie Matlab-Simulink 
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 Efektem przeprowadzonej symulacji dla parametrów: a = 0,27, b = 0,3, ω = 1 
jest wykres przebiegu zmiennej stanu y(t) widoczny na rysunku 8. Zmienna ta wy-
kazuje dużą nieregularność, co świadczy o obserwowanej dynamice chaotycznej. 
Podobne wnioski można wyciągnąć, obserwując wykres fazowy (rys. 9). Natomiast 
dla zbioru parametrów: a = 0,2, b = 0,3, ω = 1 otrzymano rozwiązanie okresowe 
(cykl graniczny) – zamknięta pętla trajektorii w przestrzeni fazowej dwuwymiaro-
wej (rys. 11). Otrzymane okresowe przebiegi czasowe (rys. 10) również wskazują 
na taką dynamikę układu. 
 

 
Rys. 8. Przebieg czasowy zmiennej y(t) oscylatora Duffinga 

 
Rys. 9. Atraktor oscylatora Duffinga 
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Rys. 10. Przebieg czasowy zmiennej y(t) oscylatora Duffinga – dynamika okresowa 

 
Rys. 11. Atraktor odzwierciedlający dynamikę okresową oscylatora Duffinga 

 
2.3. Układ Lorenza 

 Edward Norton Lorenz był pierwszym naukowcem, który odkrył i opisał chao-
tyczne zachowania w modelowaniu matematycznym systemów pogodowych, a tym 
samym zapoczątkował rewolucję naukową zwaną teorią chaosu. Ten amerykański 
matematyk i meteorolog, badając w latach 60. XX wieku zjawiska konwekcji ter-
micznej w atmosferze, stworzył matematyczny model tych zjawisk, początkowo  
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w postaci układu dwunastu równań różniczkowych oddających liczbowe relacje 
pomiędzy temperaturą, ciśnieniem i prędkością wiatru. W wyniku dalszej analizy 
układ dwunastu równań Lorenz uprościł do pięciu, a w procesie kolejnych badań – 
do układu trzech sprzężonych nieliniowych równań różniczkowych, jednoznacznie 
opisujących zmiany zachodzące w atmosferze. Układ tych trzech równań poddawany 
był komputerowej analizie numerycznej jako symulacja zjawisk pogodowych. Przy-
padkowa awaria komputerów przerywająca symulacyjne procesy obliczeniowe spo-
wodowała, że Lorenz wprowadził z mniejszą dokładnością do komputerów wyniki 
obliczeń pośrednich z momentu awarii jako parametry początkowe nowych serii 
symulacji. Zaobserwowane wówczas przez Lorenza zaskakująco duże różnice koń-
cowych wyników między symulacją przerwaną awarią a symulacjami ciągłymi 
pozwoliły na sformułowanie twierdzenia, że tego typu równania są niezwykle czu-
łe na nawet niewielką zmianę parametrów początkowych. 
 Stworzone przez Lorenza w 1963 roku równania modelujące w najprostszy 
sposób zjawiska konwekcji termicznej w atmosferze to układ trzech sprzężonych 
nieliniowych równań różniczkowych pierwszego rzędu mających postać [5]: 
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  (8)  

gdzie: 
σ  – parametryzuje lepkość ośrodka (tzw. liczba Prandtla),  
r  – charakteryzuje przewodnictwo cieplne ośrodka (tzw. liczba Rayleigha),  
b  – określa obszar, w którym odbywa się konwekcja. 

 Występujące w tym układzie równań zmienne opisują pewne zachowania 
atmosfery. Zmienna x(t) odnosi się do ruchu konwekcyjnego, zmienna y(t) reprezen-
tuje występujące różnice temperatur, zmienna z(t) określa rozkład pionowy tempera-
tury w atmosferze. Układ równań Lorenza (8) zamodelowano w programie Matlab-
-Simulink. Model w postaci schematu blokowego przedstawiono na rysunku 12. 

 
Rys. 12. Model układu Lorenza jako schemat blokowy w programie Matlab-Simulink 
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Symulację układu Lorenza przeprowadzono, przyjmując wartości parametrów: 
σ = 10, b = 8/3 i r = 28, dla których układ zachowuje się chaotycznie. Otrzymane  
w wyniku symulacji działania modelu wizualizacje przedstawiają odpowiednio: 
przebieg czasowy zmiennej x(t) (rys. 13) oraz charakterystyczny atraktor („skrzy-
dła motyla”), nazywany także atraktorem Lorenza, w przestrzeni fazowej trójwy-
miarowej (rys. 14).  

 
Rys. 13. Przebieg czasowy zmiennej x(t) układu Lorenza 

 

 
Rys. 14. Charakterystyczny atraktor układu Lorenza 
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Obserwowany ruch spiralny orbit w tym atraktorze, ich przeskoki z jednej spi-
rali do drugiej nie wykazują żadnej regularności, ujawniając chaotyczną ewolucję 
układu w czasie. Rozwiązanie okresowe układu Lorenza otrzymano w wyniku 
przeprowadzonej symulacji dla zbioru parametrów: σ = 10, b = 8/3 i r = 99.537. 
Wizualizacja trajektorii w trójwymiarowej przestrzeni fazowej (rys. 16) oraz 
otrzymane dla tych parametrów przebiegi czasowe (rys. 15) potwierdzają taką dy-
namikę układu. 

 
Rys. 15. Przebieg czasowy zmiennej x(t) układu Lorenza – dynamika okresowa 

 
Rys. 16. Atraktor odzwierciedlający dynamikę okresową układu Lorenza 
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2.4. Układ Mackeya-Glassa 

 Modelowanie układów dynamicznych przy wykorzystaniu do ich opisu rów-
nań różniczkowych to nie tylko domena elektroniki, mechaniki i meteorologii. Inną 
dziedziną, w której również zastosowano tego typu modelowanie, jest biologia. 
Naukowcy kanadyjscy Michael Mackey i Leon Glass w wyniku analizy systemów 
fizjologicznych organizmów żywych stworzyli model układu odzwierciedlający 
zawartość wybranych elementów będących składnikami płynów ustrojowych, kon-
trolę ich stężenia na zasadzie sprzężenia zwrotnego z odpowiednim opóźnieniem, 
oraz proces wymuszenia ich produkcji. Taki model, odniesiony do rzeczywistości, 
może odzwierciedlać fizjologiczne systemy kontroli, np. stężenia elektrolitów, 
tlenu, glukozy lub krwinek we krwi, ciśnienia tętniczego i wiele innych czynników. 
Jeśli system wykazuje dynamikę chaotyczną, to zwykle zachodzi w nim proces 
chorobowy [4]. 
 Ponieważ faktyczny proces kontroli tego typu parametrów w organizmie ży-
wym przebiega z pewnym opóźnieniem w stosunku do ewentualnej reakcji na war-
tości tych parametrów, opisujące model równanie, oprócz sprzężenia zwrotnego, 
musi uwzględnić także opóźnienie czasowe tego sprzężenia. W rezultacie tych 
spostrzeżeń model takiego systemu opisano różniczkowym równaniem nielinio-
wym pierwszego rzędu z przesunięciem czasowym, które stało się znane jako rów-
nanie Mackeya-Glassa: 

 x
x

xx n γβ
τ

τ −
+

=
1

  (9) 

gdzie: 
γ, β, n , γ, τ  – parametry rzeczywiste,  
xτ  – wartość zmiennej x w czasie (t – τ), czyli xτ = x(t – τ). 

 W równaniu (9) odniesionym do rzeczywistego fizjologicznego systemu kon-
troli zmienna x może odzwierciedlać np. koncentrację (nieujemną dla wszystkich 
czasów) komórek krążących we krwi, natomiast β i n są stałymi reprezentującymi 
możliwości odtwarzania tych komórek w zależności od xτ. Wartość xτ odzwiercie-
dla kondycję zdrowotną organizmu. Jeśli 0 < xτ << 1 to stan taki traktowany jest 
jako chorobowy świadczący o złym procesie produkcji krwinek. Przypadek, gdy  
xτ >> 1, dotyczy organizmu „wybitnie” zdrowego wymagającego wyhamowania 
produkcji komórek. Wartości pośrednie xτ dotyczą normalnej statystycznie sytuacji 
zdrowotnej i produkcja krwinek będzie się wahała od pewnej wartości minimalnej 
do maksymalnej. 
 Równanie Mackeya-Glassa (9) zamodelowano w programie Matlab-Simulink 
w postaci schematu blokowego (rys. 17). 
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Rys. 17. Model równania Mackeya-Glassa jako schemat blokowy  

w programie Matlab-Simulink 
 
 Przeprowadzono symulację dla parametrów: γ = 1, β = 2, τ = 2, n = 9,65, dla 
których zaobserwowano zachowanie chaotyczne układu. Wykres atraktora zobra-
zowanego w przestrzeni fazowej dwuwymiarowej przedstawiono na rysunku 19. 
Zachowania chaotyczne układu są także widoczne na wykresach czasowych 
(rys. 18) poprzez dużą nieregularność przebiegu analizowanej zmiennej x(t). Dla 
zbioru parametrów: γ = 1, β = 2, τ = 2, n = 7; otrzymano zamkniętą pętlę trajektorii 
w przestrzeni fazowej dwuwymiarowej (rys. 21) odzwierciedlającą w tym wypad-
ku rozwiązanie prawie okresowe, gdyż w sygnale pojawiły się niewielkie zaburze-
nia. Zaburzenia te są widoczne także na przebiegach czasowych (rys. 20). Przyczy-
ną zaburzeń mogą być na przykład nieprecyzyjnie dobrane parametry algorytmu 
całkującego użytego przez program Matlab-Simulink. 

 
Rys. 18. Przebieg czasowy zmiennej x(t) równania Mackeya-Glassa 
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Rys. 19. Atraktor odzwierciedlający dynamikę równania Mackeya-Glassa 

 
Rys. 20. Przebieg czasowy zmiennej x(t) równania Mackeya-Glassa 

– dynamika okresowa 
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Rys. 21. Atraktor odzwierciedlający dynamikę okresową równania Mackeya-Glassa 

PODSUMOWANIE 

W artykule przedstawiono opracowane modele wybranych układów chaotycz-
nych oraz zaprezentowano wyniki ich numerycznej symulacji uzyskane w środo-
wisku Matlab-Simulink. Na podstawie literatury wybrano cztery znane i szcze-
gółowo przebadane układy chaotyczne: Chuy, Duffinga, Lorenza i Mackeya-
-Glassa. Wybrane układy dynamiczne reprezentują odpowiednio: elektronikę,  
mechanikę, meteorologię i biologię, odzwierciedlając możliwości stosowania teorii 
chaosu do wielu dziedzin nauki. Układy te należą do wspólnej grupy układów cha-
otycznych, jednak ich wybór nie był przypadkowy, gdyż należą do różnych klas. 
Układy Chuy i Lorenza opisane są autonomicznymi układami równań różniczko-
wych trzeciego rzędu, układ Duffinga jest nieautonomicznym układem drugiego 
rzędu z wymuszeniem okresowym, natomiast system Mackeya-Glassa jest opisany 
równaniem pierwszego rzędu z przesunięciem czasowym. Na podstawie opisują-
cych te układy równań różniczkowych, wykorzystując interaktywne środowisko 
programu Simulink, tworzono ich modele w postaci schematów blokowych. Prze-
prowadzone badania i analizy otrzymanych przebiegów i ewolucji czasowych po-
równano z opisami tych układów w literaturze. Otrzymane wyniki tych analiz  
w pełni pokrywały się z literaturowymi opisami, co potwierdza poprawność opra-
cowanych modeli. Modele tych oraz innych układów chaotycznych wraz z wyni-
kami ich analiz rozszerzonymi o analizy widmowe można znaleźć w pracy [6]. 
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MODELING OF CHAOTIC DYNAMICS IN MATLAB-SIMULINK 

Summary 

Nonlinear dynamic systems described by differential equations are an effective model for many 
physical phenomena. Systems that generate deterministic chaotic oscillations create very interesting 
class of dynamical systems. In this article, models of selected chaotic systems developed in Matlab-
-Simulink environment are presented. As well the simulation results obtained for different values of 
control parameters are presented. The results confirm the effectiveness of the Matlab modeling of 
chaotic systems. 
 


