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MODELOWANIE DYNAMIKI CHAOTYCZNE])
W SRODOWISKU MATLAB-SIMULINK

Systemy dynamiczne opisane nieliniowymi rownaniami rozniczkowymi stanowiq efektywny model
wielu zjawisk fizycznych. Bardzo interesujqcq klase tych systemow tworzq uklady generujqce determini-
styczne drgania chaotyczne. W tym artykule przedstawiono opracowane w srodowisku Matlab-Simulink
modele wybranych ukladoéw chaotycznych. Zaprezentowano takze wyniki symulacji uzyskane dla roznych
wartosci parametrow kontrolnych. Otrzymane rezultaty potwierdzajq skutecznos¢ srodowiska Matlab
w modelowaniu uktadow chaotycznych.

WPROWADZENIE

Wiele rzeczywistych zjawisk z otaczajacego $wiata mozna z powodzeniem
modelowaé narzedziami matematycznymi stuzacymi do opisu systeméw dyna-
micznych. System dynamiczny definiuje si¢ najczgsciej jako zapis matematyczny
rzeczywistego zjawiska lub procesu, ktoérego ewolucja czasowa jest wyznaczona
jednoznacznie przez jego stan poczatkowy. Jest wigc to pewna deterministyczna
formula matematyczna uwzgledniajaca te zjawiska, ktére maja istotny wplyw na
zachowanie fizycznego ukladu. Poprawnie sformutowana powinna oddawaé jego
dynamike, uwzglednia¢ nagromadzona energi¢ oraz wystgpujace wymuszenia.
Poniewaz ewolucj¢ stanu uktadu okresla si¢ w funkcji czasu, rozroznia si¢ dwa
typy uktadéw dynamicznych: uktady, w ktorych czas jest zmienna dyskretna, oraz
uktady, w ktorych czas jest zmienna ciagla.

W artykule omdéwiono systemy czasu ciagltego, a w szczegolnosci nieliniowe
systemy dynamiczne, w ktérych wystepuja deterministyczne drgania chaotyczne.
Chaos deterministyczny jest niezmiernie interesujacym zjawiskiem, ktoére mozna
zdefiniowac jako nieuporzadkowane zachowanie wystgpujace w systemie determi-
nistycznym przypominajace do zludzenia proces przypadkowy, mimo Ze jest ono
opisane réwnaniami o charakterze deterministycznym, a nie probabilistycznym.
Naturalna implikacja takiego zachowania jest duza wrazliwo$¢ uktadu chaotyczne-
go na warunki poczatkowe, a co za tym idzie — niemozliwy do przewidzenia staje
si¢ stan ukladu w dluzszej perspektywie czasowej [7]. W dalszej czgsci pracy
przedstawiono zarys modelowania chaotycznych systemoéw dynamicznych w $ro-
dowisku programistycznym Matlab-Simulik, opracowane modele wybranych ukta-
dow chaotycznych oraz wyniki numerycznej symulacji ich dziatania.
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1. MODELOWANIE SYSTEMOW DYNAMICZNYCH
W SRODOWISKU MATLAB-SIMULINK

Przedmiotem badan sa uktady dynamiczne czasu ciaglego, czyli podtyp ukta-
dow dynamicznych, w ktorych czas jest zmiennag ciagla. Mozna zatem nieustannie
obserwowac¢ ewolucje uktadu, a jego stan moze by¢ znany w kazdym dowolnym
momencie. Do matematycznego opisu tego typu uktadow dynamicznych zwykle
uzywa si¢ zbioru roéwnan rézniczkowych zwyczajnych pierwszego rzedu
o normalnej postaci:

X =[x, Xy X, U Uy .U, T)

Xy = fo (X, Xy X,y Up,Uy U, 1)

(D
X, = [, (X, Xy X, U, Uy .U, 1)
gdzie:
X; —i-ta zmienna stanu i = 1... n,
X = & pochodna czasowa i-tej zmiennej stanu,
dt
Uy — k-ta wspotrzedna wektora wymuszen k= 1... m.

Dla jednoznacznego opisu systemu dynamicznego uktad rownan rézniczko-
wych (1) nalezy uzupehié o wektor warunkow poczatkowych x(0) = x,;, i = 1...n.

Alternatywna forma opisu systemu dynamicznego jest opis za pomocg roéwna-
nia rozniczkowego n-tego rzedu:

d"x_F[ dx d’x d"lx]

PR ,X,;,—z R
dt t dt dt

2)

Warunki poczatkowe sa w takim przypadku okreslone poprzez podanie warto-
$ci zmiennej stanu x(0) = x,; oraz jej pochodnych do rzedu n — 1 dla czasu ¢ = 0.
Korzystajac z odpowiedniego twierdzenia, mozna system dynamiczny opisany
roOwnaniem rézniczkowym n-tego rzedu (2) zastapic¢ uktadem n rdwnan pierwszego
rzedu (1) poprzez wprowadzenie nowych zmiennych stanu [1]. W niektorych przy-
padkach taka reprezentacja systemu dynamicznego jest wygodniejsza do nume-
rycznej analizy.

Metodyka postepowania przy analizie systemow dynamicznych w srodowisku
Matlab-Simulink polega zatem na opisaniu systemu dynamicznego za pomoca
uktadu rownan roézniczkowych zwyczajnych, a nastgpnie na konstrukeji schematu
blokowego reprezentujacego ten uktad w srodowisku Simulinka. Simulink stanowi
integralna czg¢$¢ Matlaba wykorzystujaca ztozone metody numeryczne do rozwia-
zywania uktadow rownan rézniczkowych zapisanych w formie przejrzystych dia-
graméw graficznych. W Srodowisku dostepne sa rézne algorytmy numerycznego
catkowania, poczawszy od tych najprostszych, np. Eulera, a skonczywszy na za-
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awansowanych algorytmach NDF (Numerical Differentiation Formula), pozwala-
jacych rozwiazywaé zagadnienia zle uwarunkowane, tzw. uklady sztywne.
Modelowanie uktadéw chaotycznych moze czasami nastrgcza¢ pewnych proble-
moéw, jednak jak wykazano ponizej, matlabowe implementacje algorytmow dosko-
nale sobie radza z tymi problemami.

2. WYNIKI MODELOWANIA WYBRANYCH
UKEADOW CHAOTYCZNYCH

2.1. Uktad kanoniczny Chuy

W 1984 roku znany amerykanski naukowiec chinskiego pochodzenia Leon
O. Chua opublikowal schemat generatora drgan chaotycznych [2]. Jest to prosty
uktad elektryczny zbudowany z podstawowych elementéw biernych (C;, C,, L, R)
oraz aktywnego rezystora G i elementu nieliniowego G,. Uklad ten przedstawiono
wraz z nieliniowa charakterystyka elementu G, na rysunku 1. Element G, okres$la-

ny jest czesto jako dioda Chuy.
R L

N g(u) 4
—1-G,

G Cz ==) Vo C4 =:j Vo [] G, /Gb -E E ,{u

Rys. 1. Kanoniczna realizacja obwodu Chuy oraz charakterystyka elementu nieliniowego G,

Schemat przedstawiony na rysunku 1 mozna opisa¢ autonomicznym uktadem
rownan rozniczkowych trzeciego rzedu:

L
x—Cl[ f(x)+y]

7 =Ciz[—Gy +2] 3)

z'=%[x+y+Rz]

gdzie:
fx) — charakterystyka elementu nieliniowego G, dana funkcja:

f(x)IGbX+%(Ga—Gb)(|x+1|—|x—1|) (4)
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Wystepujace w uktadzie (3) zmienne x(f), )(¢) i z(¢) opisuja odpowiednio:
napigcia na kondensatorach C; (x(£)—v;) 1 C, ((f)—V,) oraz prad plynacy przez
cewke L (z(f)—i3). Ksztalt funkcji fix), opisujacej charakterystyke pradowo-
-napigciowa elementu nieliniowego G,, jest uzalezniony od wartos$ci elementow
pasywnych R, L, C, stanowiacych komponenty obwodu. W zaleznos$ci od warto$ci
tych parametrow, w trakcie symulacji mozna obserwowaé rozne typy zachowan
dynamicznych, zar6wno punkty state, orbity okresowe oraz tzw. dziwne traktory
bedace potwierdzeniem dynamiki chaotycznej obwodu. Dzigki takiej réznorodno-
$ci rozwiazan, obwdd Chuy jest przyktadem uzytecznego uktadu do badania pod-
stawowych wiasciwosci teorii chaosu. Obwod kanoniczny Chuy, opisany rowna-
niem stanu (3), zamodelowano w programie Matlab-Simulink, tworzac odpowiedni
schemat blokowy (rys. 2).
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Rys. 2. Model obwodu Chuy w programie Matlab-Simulink

Przeprowadzone symulacje dla zestawoéw parametrow: C; = 1, C, = -95.68,
G =3.733, G,=-2.000, G, =-0.8951, L = 0.4448, R = 0.5845 ujawnily dynamike
chaotyczna (rys.3) oraz wystapienie dziwnego atraktora typu ,,doble-scroll”
(rys. 4). Natomiast dla zbioru parametréw: C, = 1, C, = 1513, G = -4924, G, =
19.35, G, = 39.65, L = 0.00128, R = -0.0252 otrzymano stabilny cykl graniczny
(rys. 516).
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Rys. 3. Przebieg czasowy zmiennej x(t) uktadu Chuy — dynamika chaotyczna
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Rys. 4. Atraktor typu ,double-scroll” uktadu Chuy
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Rys. 5. Przebieg czasowy zmiennej x(t) uktadu Chuy — dynamika okresowa
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Rys. 6. Atraktor odzwierciedlajacy dynamike okresowg uktadu Chuy
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2.2. Uklad Duffinga

Uktad Duffinga, czesciej okreslany jako oscylator Duffinga, stosowany jest
przede wszystkim do opisu i modelowania drgan maszyn przemystowych. Stanowi
doskonate odzwierciedlenie ruchu amortyzowanego, czyli tlumionego oscylatora
z okresowym wymuszeniem i z nieliniowa sprezystoscia [3]. Jest to takze przyktad
systemu dynamicznego wykazujacego zachowania chaotyczne. Uklad Duffinga
opisuje sig nieliniowym réwnaniem rézniczkowym drugiego rzedu:

X+ &+ afx+ pe3 =ycos(wrt + @) (%)

lub alternatywnym uktadem réwnan dwoch réwnan pierwszego rzedu:
u=v
V=—adu— Pu’ -5+ ycos(wt+¢)

(6)

gdzie:
u — przemieszczenie,
v —predkosc,
w, f, 0,7, ¢ — parametry.
Na potrzeby modelowania w $rodowisku Matlab uktad (6) uproszczono do

postaci:
X=y
y=x-x3—ax+bcos(wt)

(7

gdzie:
X,y — zmienne stanu,
a, b, w — parametry kontrolne.

Model uktadu w postaci schematu blokowego przedstawiono na rysunku 7.
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Rys. 7. Model oscylatora Duffinga w programie Matlab-Simulink
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Efektem przeprowadzonej symulacji dla parametrow: a = 0,27, 56 =0,3, o = 1
jest wykres przebiegu zmiennej stanu y(f) widoczny na rysunku 8. Zmienna ta wy-
kazuje duza nieregularnos¢, co §wiadczy o obserwowanej dynamice chaotycznej.
Podobne wnioski mozna wyciagna¢, obserwujac wykres fazowy (rys. 9). Natomiast
dla zbioru parametrow: a = 0,2, b = 0,3, w = 1 otrzymano rozwiazanie okresowe
(cykl graniczny) — zamknigta petla trajektorii w przestrzeni fazowej dwuwymiaro-
wej (rys. 11). Otrzymane okresowe przebiegi czasowe (rys. 10) réwniez wskazuja
na taka dynamike uktadu.
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Rys. 8. Przebieg czasowy zmiennej y(t) oscylatora Duffinga
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Rys. 9. Atraktor oscylatora Duffinga
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Rys. 10. Przebieg czasowy zmiennej y(t) oscylatora Duffinga — dynamika okresowa
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Rys. 11. Atraktor odzwierciedlajgcy dynamike okresowg oscylatora Duffinga

2.3. Uklad Lorenza

Edward Norton Lorenz byt pierwszym naukowcem, ktory odkryt i opisat chao-
tyczne zachowania w modelowaniu matematycznym systemow pogodowych, a tym
samym zapoczatkowatl rewolucj¢ naukowa zwana teoria chaosu. Ten amerykanski
matematyk i meteorolog, badajac w latach 60. XX wieku zjawiska konwekcji ter-
micznej w atmosferze, stworzyl matematyczny model tych zjawisk, poczatkowo
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w postaci uktadu dwunastu rownan rézniczkowych oddajacych liczbowe relacje
pomigdzy temperatura, ci$nieniem i predkoscia wiatru. W wyniku dalszej analizy
uktad dwunastu rownan Lorenz uproscit do pigciu, a w procesie kolejnych badan —
do uktadu trzech sprzezonych nieliniowych rownan rézniczkowych, jednoznacznie
opisujacych zmiany zachodzace w atmosferze. Uktad tych trzech rownan poddawany
byt komputerowej analizie numerycznej jako symulacja zjawisk pogodowych. Przy-
padkowa awaria komputeréw przerywajaca symulacyjne procesy obliczeniowe spo-
wodowala, ze Lorenz wprowadzit z mniejsza doktadnoscia do komputeréw wyniki
obliczen posrednich z momentu awarii jako parametry poczatkowe nowych serii
symulacji. Zaobserwowane wowczas przez Lorenza zaskakujaco duze réznice kon-
cowych wynikéw migdzy symulacja przerwana awarig a symulacjami ciaglymi
pozwolity na sformutowanie twierdzenia, Ze tego typu rownania sg niezwykle czu-
e na nawet niewielka zmiang parametréw poczatkowych.

Stworzone przez Lorenza w 1963 roku réwnania modelujace w najprostszy
sposob zjawiska konwekcji termicznej w atmosferze to uklad trzech sprzgzonych
nieliniowych rownan rézniczkowych pierwszego rzedu majacych postaé [5]:

X=o0y—-ox
y=—xz+rx—y ®)
z=xy—bz

gdzie:
o — parametryzuje lepkos¢ osrodka (tzw. liczba Prandtla),
r — charakteryzuje przewodnictwo cieplne osrodka (tzw. liczba Rayleigha),
b — okresla obszar, w ktorym odbywa si¢ konwekcja.

Wystepujace w tym ukladzie réwnan zmienne opisuja pewne zachowania
atmosfery. Zmienna x(¢) odnosi si¢ do ruchu konwekcyjnego, zmienna y(f) reprezen-
tuje wystgpujace réznice temperatur, zmienna z(¢) okresla rozktad pionowy tempera-
tury w atmosferze. Uktad rownan Lorenza (8) zamodelowano w programie Matlab-
-Simulink. Model w postaci schematu blokowego przedstawiono na rysunku 12.
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Rys. 12. Model uktadu Lorenza jako schemat blokowy w programie Matlab-Simulink
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Symulacj¢ uktadu Lorenza przeprowadzono, przyjmujac warto$ci parametrow:
o =10, b =8/3 i r =28, dla ktorych uktad zachowuje si¢ chaotycznie. Otrzymane
w wyniku symulacji dzialania modelu wizualizacje przedstawiaja odpowiednio:
przebieg czasowy zmiennej x(¢) (rys. 13) oraz charakterystyczny atraktor (,,skrzy-
dta motyla”), nazywany takze atraktorem Lorenza, w przestrzeni fazowej trojwy-
miarowej (rys. 14).
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Rys. 13. Przebieg czasowy zmiennej x(t) uktadu Lorenza
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Rys. 14. Charakterystyczny atraktor uktadu Lorenza
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Obserwowany ruch spiralny orbit w tym atraktorze, ich przeskoki z jednej spi-
rali do drugiej nie wykazuja Zadnej regularnos$ci, ujawniajac chaotyczna ewolucjg
uktadu w czasie. Rozwiazanie okresowe ukladu Lorenza otrzymano w wyniku
przeprowadzonej symulacji dla zbioru parametréw: o= 10, b = 8/3 i r = 99.537.
Wizualizacja trajektorii w trojwymiarowej przestrzeni fazowej (rys. 16) oraz
otrzymane dla tych parametréw przebiegi czasowe (rys. 15) potwierdzaja taka dy-
namike uktadu.
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2.4. Uktad Mackeya-Glassa

Modelowanie uktadow dynamicznych przy wykorzystaniu do ich opisu row-
nan rézniczkowych to nie tylko domena elektroniki, mechaniki i meteorologii. Inna
dziedzina, w ktorej rowniez zastosowano tego typu modelowanie, jest biologia.
Naukowcy kanadyjscy Michael Mackey i Leon Glass w wyniku analizy systemow
fizjologicznych organizmow zywych stworzyli model uktadu odzwierciedlajacy
zawarto$¢ wybranych elementow bedacych sktadnikami ptynéw ustrojowych, kon-
trole ich stgzenia na zasadzie sprzgzenia zwrotnego z odpowiednim opdznieniem,
oraz proces wymuszenia ich produkcji. Taki model, odniesiony do rzeczywistosci,
moze odzwierciedla¢ fizjologiczne systemy kontroli, np. stezenia elektrolitow,
tlenu, glukozy lub krwinek we krwi, ci$nienia tgtniczego i wiele innych czynnikéw.
Jesli system wykazuje dynamike¢ chaotyczng, to zwykle zachodzi w nim proces
chorobowy [4].

Poniewaz faktyczny proces kontroli tego typu parametrow w organizmie Zy-
wym przebiega z pewnym opdznieniem w stosunku do ewentualnej reakcji na war-
tosci tych parametrow, opisujace model rownanie, oprocz sprz¢zenia zwrotnego,
musi uwzgledni¢ takze opdznienie czasowe tego sprzgzenia. W rezultacie tych
spostrzezen model takiego systemu opisano rézniczkowym réwnaniem nielinio-
wym pierwszego rzedu z przesunigciem czasowym, ktore stato si¢ znane jako row-
nanie Mackeya-Glassa:

. Xz
X= - 9
Pia ™™~ )
gdzie:
y, B, n,y, T — parametry rzeczywiste,
X, — warto$¢ zmiennej x w czasie (¢ — 7), czyli x, = x(t — 7).

W réwnaniu (9) odniesionym do rzeczywistego fizjologicznego systemu kon-
troli zmienna x moze odzwierciedla¢ np. koncentracj¢ (nieujemna dla wszystkich
czasow) komorek krazacych we krwi, natomiast f 1 n sa statymi reprezentujacymi
mozliwosci odtwarzania tych komoérek w zaleznosci od x,. Wartos¢ x, odzwiercie-
dla kondycjg¢ zdrowotng organizmu. Jesli 0 < x, << 1 to stan taki traktowany jest
jako chorobowy §wiadczacy o ztym procesie produkcji krwinek. Przypadek, gdy
x, >> 1, dotyczy organizmu ,,wybitnie” zdrowego wymagajacego wyhamowania
produkcji komorek. Wartosci posrednie x, dotycza normalnej statystycznie sytuacji
zdrowotnej i produkcja krwinek bedzie sig wahata od pewnej warto$ci minimalnej
do maksymalne;.

Roéwnanie Mackeya-Glassa (9) zamodelowano w programie Matlab-Simulink
w postaci schematu blokowego (rys. 17).
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Rys. 17. Model réwnania Mackeya-Glassa jako schemat blokowy
w programie Matlab-Simulink

Przeprowadzono symulacje dla parametrow: y =1, =2, t=2, n = 9,65, dla
ktorych zaobserwowano zachowanie chaotyczne uktadu. Wykres atraktora zobra-
zowanego w przestrzeni fazowej dwuwymiarowej przedstawiono na rysunku 19.
Zachowania chaotyczne ukladu sa takze widoczne na wykresach czasowych
(rys. 18) poprzez duza nieregularno$¢ przebiegu analizowanej zmiennej x(f). Dla
zbioru parametrow: y = 1, f =2, t =2, n = 7; otrzymano zamknigta petle trajektorii
w przestrzeni fazowej dwuwymiarowej (rys. 21) odzwierciedlajaca w tym wypad-
ku rozwiazanie prawie okresowe, gdyz w sygnale pojawity si¢ niewielkie zaburze-
nia. Zaburzenia te sa widoczne takze na przebiegach czasowych (rys. 20). Przyczy-
ng zaburzen moga by¢ na przyktad nieprecyzyjnie dobrane parametry algorytmu
catkujacego uzytego przez program Matlab-Simulink.
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Rys. 18. Przebieg czasowy zmiennej x(t) rownania Mackeya-Glassa
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Rys. 19. Atraktor odzwierciedlajacy dynamike rownania Mackeya-Glassa
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Rys. 20. Przebieg czasowy zmiennej x(t) rownania Mackeya-Glassa
— dynamika okresowa
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Rys. 21. Atraktor odzwierciedlajacy dynamike okresowg réwnania Mackeya-Glassa

PODSUMOWANIE

W artykule przedstawiono opracowane modele wybranych uktadéw chaotycz-
nych oraz zaprezentowano wyniki ich numerycznej symulacji uzyskane w $rodo-
wisku Matlab-Simulink. Na podstawie literatury wybrano cztery znane i szcze-
gotowo przebadane uktady chaotyczne: Chuy, Duffinga, Lorenza i Mackeya-
-Glassa. Wybrane uktady dynamiczne reprezentuja odpowiednio: elektronike,
mechanike, meteorologig i biologig, odzwierciedlajac mozliwosci stosowania teorii
chaosu do wielu dziedzin nauki. Uktady te naleza do wspolnej grupy uktadéw cha-
otycznych, jednak ich wybor nie byl przypadkowy, gdyz naleza do réznych klas.
Uktady Chuy i Lorenza opisane sa autonomicznymi uktadami réwnan rézniczko-
wych trzeciego rzedu, uktad Duffinga jest nieautonomicznym ukladem drugiego
rzedu z wymuszeniem okresowym, natomiast system Mackeya-Glassa jest opisany
roOwnaniem pierwszego rzedu z przesuni¢ciem czasowym. Na podstawie opisuja-
cych te uktady réwnan rézniczkowych, wykorzystujac interaktywne srodowisko
programu Simulink, tworzono ich modele w postaci schematow blokowych. Prze-
prowadzone badania i analizy otrzymanych przebiegéw i ewolucji czasowych po-
rownano z opisami tych ukladow w literaturze. Otrzymane wyniki tych analiz
w pelni pokrywaly si¢ z literaturowymi opisami, co potwierdza poprawnos¢ opra-
cowanych modeli. Modele tych oraz innych uktadéw chaotycznych wraz z wyni-
kami ich analiz rozszerzonymi o analizy widmowe mozna znalez¢ w pracy [6].
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MODELING OF CHAOTIC DYNAMICS IN MATLAB-SIMULINK

Summary

Nonlinear dynamic systems described by differential equations are an effective model for many
physical phenomena. Systems that generate deterministic chaotic oscillations create very interesting
class of dynamical systems. In this article, models of selected chaotic systems developed in Matlab-
-Simulink environment are presented. As well the simulation results obtained for different values of
control parameters are presented. The results confirm the effectiveness of the Matlab modeling of
chaotic systems.



